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�«¨¬¯¨ ¤  èª®«ì¨ª®¢ �Ǒ¡�� ¯® ¬ â¥¬ â¨ª¥.� ª«îç¨â¥«ìë© íâ ¯. 2020/2021 ãç¥¡ë© £®¤. 10 { 11 ª« ááë.� à¨ â 11. � ¥ª®â®àëå ª«¥âª å ¯®«®áª¨ 1 × 2021 ¯®áâ ¢«¥® ¯® ®¤®© ä¨èª¥. � ª �¤ãî ¨§ ¯ãáâëåª«¥â®ª § ¯¨áë¢ ¥âáï ç¨á«®, à ¢®¥ ¬®¤ã«î à §®áâ¨ ª®«¨ç¥áâ¢  ä¨è¥ª á«¥¢  ¨ á¯à ¢  ®â íâ®©ª«¥âª¨. �§¢¥áâ®, çâ® ¢á¥ § ¯¨á ë¥ ç¨á«  à §«¨çë ¨ ®â«¨çë ®â ã«ï. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ª®«¨ç¥áâ¢® ä¨è¥ª ¬®�¥â ¡ëâì à ááâ ¢«¥® ¢ ª«¥âª å?�â¢¥â: 1347.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì n | ª®«¨ç¥áâ¢® à ááâ ¢«¥ëå ä¨è¥ª. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«  ¢ ¯ãáâëå ª«¥âª å«¥� â ¢ ¤¨ ¯ §®¥ ®â 1 ¤® n ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî ç¥â®áâì. Ǒ®íâ®¬ã â ª¨å ç¨á¥« ¬®�¥â ¡ëâì ¥¡®«¥¥ [
n+12 ]. � ç¨â, ª®«¨ç¥áâ¢® ¯ãáâëå ª«¥â®ª ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â [

n+12 ], ¨ ç¥ à ááâ ¢«¥ë¥ ¢ ¨åç¨á«  ¡ã¤ãâ ¯®¢â®àïâìáï. �®£¤ 2021− n 6
[
n+12 ]

6 n+12 , ®âªã¤  n > 40413 = 1347.Ǒ®ª �¥¬, çâ® § ç¥¨¥ n = 1347 à¥ «¨§ã¥âáï. � ¬ ¯®¤®©¤¥â à ááâ ®¢ª 01 01 . . . 01
︸ ︷︷ ︸674 ¯ àë 111 . . . 1

︸ ︷︷ ︸673 ç¨á«  ,£¤¥ ¥¤¨¨æ ¬¨ ®¡®§ ç¥ë ä¨èª¨,   ã«ï¬¨ | ¯ãáâë¥ ª«¥âª¨. Ǒà¨ íâ®¬   ¬¥áâ¥ ã«¥© ®ª �ãâáïá«¥¤ãîé¨¥ ç¨á« : 1347, 1345, 1343, . . . , 3, 1. �� ¬¥ç ¨¥. Ǒà¨¢¥¤¥ ï ¢ à¥è¥¨¨ à¥ «¨§ æ¨ï ¥ ¥¤¨áâ¢¥ . � ¯à¨¬¥à, ¯®¤®©¤¥â ¨ â ª ï:1 011 011 . . . 011 0 .�© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á«¥¤ãîé¨¥ ç¨á« :1345, 1341, . . . , 5, 1, 3, 7, . . . , 1343, 1347.2. Ǒ®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  a, b, c â ª®¢ë, çâ® a2 + b2 + c2 = 3. � ©¤¨â¥ ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥¢ëà �¥¨ï
A = a4 + b4

c2 + 4ab + b4 + c4
a2 + 4bc + c4 + a4

b2 + 4ca.�â¢¥â: 65 .�¥è¥¨¥. Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ ¬ ¤«ï áà¥¤¨å
a4 + b4
c2 + 4ab >

a4 + b4
c2 + 2a2 + 2b2 = a4 + b43 + a2 + b2 >

(
a2 + b2)22(3 + a2 + b2) = (3− c2)22(6− c2) = 12 (

−c2 + 96− c2).� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ®æ¥¨¢ îâáï ¤¢  ¤àã£¨å á« £ ¥¬ëå ¢ A. �ª« ¤ë¢ ï íâ¨ ¥à ¢¥áâ¢ , ¬ë¯®«ãç¨¬
A >

12 (

−
(
a2 + b2 + c2)+ 96− a2 + 96− b2 + 96− c2) >

12 (

−3 + 8118− (
a2 + b2 + c2))= 65 .� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c = 1. �



3. �  à ¢®¡¥¤à¥ë© âà¥ã£®«ì¨ª ABC á ®á®¢ ¨¥¬ BC. �  ¯à®¤®«�¥¨¨ áâ®à®ë AC §  â®ç-ªã C ®â¬¥ç¥  â®çª  K, ¨ ¢ âà¥ã£®«ì¨ª ABK ¢¯¨á   ®ªàã�®áâì á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ I.�¥à¥§ â®çª¨ B ¨ I ¯à®¢¥¤¥  ®ªàã�®áâì, ª á îé ïáï ¯àï¬®© AB ¢ â®çª¥ B. �â  ®ªàã�-®áâì ¢â®à¨ç® ¯¥à¥á¥ª ¥â ®âà¥§®ª BK ¢ â®çª¥ L. � ©¤¨â¥ ã£®« ¬¥�¤ã ¯àï¬ë¬¨ IK ¨ CL.�â¢¥â: 90◦.
I

B

A

K
C

L M

N

�¥è¥¨¥. Ǒãáâì IM ¨ IN | ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë, ®¯ãé¥ë¥ ¨§ â®çª¨ I   AK ¨ BK á®®â¢¥â-áâ¢¥®. � ¬¥â¨¬, çâ® ∠ABI = ∠BLI, ¯®áª®«ìªã ¯àï¬ ï AB ª á ¥âáï ®¯¨á ®© ®ªàã�®áâ¨âà¥ã£®«ì¨ª  BLI. Ǒàï¬ ï AI | ¡¨áá¥ªâà¨á  ã£«  A,   AB = AC ¯® ãá«®¢¨î. � ç¨â, âà¥ã£®«ì-¨ª¨ ABI ¨ ACI à ¢ë ¯® ¤¢ã¬ áâ®à® ¬ ¨ ã£«ã. Ǒ®íâ®¬ã
∠ACI = ∠ABI = ∠BLI ¨ IM = IN,â® ¥áâì ¯àï¬®ã£®«ìë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ CMI ¨ LNI à ¢ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
KC = KM − CM = KN − LN = KL.Ǒàï¬ ï KI ï¢«ï¥âáï ¡¨áá¥ªâà¨á®© à ¢®¡¥¤à¥®£® âà¥ã£®«ì¨ª  CLK, ®âªã¤  KI ⊥ CL. �4. �  ¤®áª¥  ¯¨á ® ç¨á«® 1200. Ǒ¥âï ¯à¨¯¨á « ª ¥¬ã á¯à ¢  10n + 2 ¯ïâ¥à®ª, £¤¥ n | ¥®â-à¨æ â¥«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. � áï ¯®¤ã¬ «, çâ® íâ® è¥áâ¥à¨ç ï § ¯¨áì  âãà «ì®£® ç¨á«  x,¨ à §«®�¨« x   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨. �ª § «®áì, çâ® áà¥¤¨ ¨å à®¢® ¤¢  à §«¨çëå. Ǒà¨ª ª¨å n íâ® ¢®§¬®�®?�â¢¥â: n = 0.�¥è¥¨¥. �®£®¢®à¨¬áï è¥áâ¥à¨çë¥ ç¨á«  ¯¨á âì ¢ áª®¡ª å, çâ®¡ë ®â«¨ç âì ¨å ®â ¤¥áïâ¨çëå.�®£¤ 

x = (1200 55 . . .5
︸ ︷︷ ︸10n+2 ) = (1201 00 . . .0

︸ ︷︷ ︸10n+2 )− 1 = 289 · 610n+2 − 1 == (17 · 6 · 65n − 1)(17 · 6 · 65n + 1) = (102 · 7776n − 1)(102 · 7776n + 1).�á«¨ n = 0, â® x = 101 · 103, çâ®  ¬ ¯®¤å®¤¨â. Ǒãáâì n > 1. � ¬¥â¨¬, çâ®102mod 101 = 1, 7776nmod 101 = (77 · 101− 1)nmod 101 = (−1)n.Ǒ®«®�¨¬ a = 102 · 7776n− 1, b = 102 · 7776n+1. �â¨ ç¨á«  ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â ª ª ª ®¨ ¥ç¥âë ¨à §«¨ç îâáï   2. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï.1) n ç¥â®. �®£¤  a ¤¥«¨âáï   101. �® a ¨ b ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©, ®âªã¤  a = 101p¯à¨ ¥ª®â®à®¬  âãà «ì®¬ p. �ë ¯®«ãç¨¬101p − 1 = 102 · 7776n − 2 = 2 (51 · 7776n − 1),



çâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã «¥¢ ï ç áâì ªà â  4,   ¯à ¢ ï | ¥â.2) n ¥ç¥â®. �®£¤  b ¤¥«¨âáï   101 ¨,   «®£¨ç®, b = 101q ¯à¨ ¥ª®â®à®¬  âãà «ì®¬ q.Ǒ®íâ®¬ã 101q − 1 = 102 · 7776n,çâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã «¥¢ ï ç áâì ªà â  5,   ¯à ¢ ï | ¥â. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 6n+ 1, 6n+ 3, 6n+ 5 ¨6n+ 7 ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª, ¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥ «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?�â¢¥â: 12n2 + 8n− 1.�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬  âãà «ì®¥ ç¨á«® s à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¡ ª ¬®�¥â ¢ë¯« â¨âì¬®¥â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ â®«ìª® 6n+3, 6n+5 ¨ 6n+7 ¯¨ áâà®¢. �«ï «î¡®£® r = 1, . . . , 6n ®¡®§ ç¨¬ç¥à¥§ mr  ¨¬¥ìè¥¥ à §«®�¨¬®¥ ç¨á«®, ¤ îé¥¥ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   6n + 1 ®áâ â®ª r. �®ª �¥¬ ¤¢ ãâ¢¥à�¤¥¨ï.1) �á«¨ r ∈ {1, . . . , 6n}, smod (6n+ 1) = r, â® ¯à¨ s > mr áã¬¬ã s ¡ ª ¢ë¯« â¨âì á¬®�¥â,  ¯à¨ s < mr | ¥ á¬®�¥â. Ǒ¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®:  ¤® ¢ ç «¥ ¢ë¯« â¨âì áã¬¬ã mr,  § â¥¬ ¤®¡ ¢¨âì ¥ª®â®à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¬®¥â ¯® 6n+ 1 ¯¨ áâà®¢. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® s < mr¨ áã¬¬ã s ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. Ǒà¨ íâ®¬ ¯à¨¤¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥áª®«ìª® ¬®¥â ¯® 6n+1 ¯¨ áâà®¢.�¡à ¢ ¢á¥ íâ¨ ¬®¥âë, ¬ë ¯®«ãç¨¬ à §«®�¨¬ãî áã¬¬ã, ¬¥ìèãî mr ¨ â®�¥ ¤ îéãî ®áâ â®ª r¯à¨ ¤¥«¥¨¨   6n+ 1. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬¨¨¬ «ì®áâ¨ mr.2) �¨á«  2kmod (6n+ 1) ¯à®¡¥£ îâ § ç¥¨ï {1, . . . , 6n} ¯à¨ k = 1, . . . , 6n. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,  ¬¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ®¨ à §«¨çë. �á«¨ 2k − 2k′ ªà â® (6n + 1), â® (k − k′) ... (6n + 1).� ª ª ª |k − k′| 6 6n, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ k = k′.�ç¥¢¨¤®, çâ® áã¬¬ë, ªà âë¥ 6n+ 1, ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. �®£¤  ¢ á¨«ã 1) ®â¢¥â®¬ § ¤ ç¨ ¡ã¤¥âmax{m1, . . . ,m6n}− (6n+1). � ©¤¥¬  ¨¡®«ìè¥¥ ¨§ ç¨á¥« mr. Ǒãáâì r ∈ {1, . . . , 6n}. � ¬¥â¨¬, çâ®6n+ 3 = (6n+ 1) + 2, 6n+ 5 = (6n+ 1) + 4 ¨ 6n+ 7 = (6n+ 1) + 6.� á¨«ã 2) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ç¨á«® k ∈ {1, . . . , 6n}, ¤«ï ª®â®à®£® 2kmod (6n+1) = r. Ǒ®áª®«ì-ªã ®áâ âª¨ ¬®¥â ¯® ¬®¤ã«î 6n+ 1 ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï 2, 4 ¨ 6,  ¬  ¤® ¯à¥¤áâ ¢¨âì 2k ¢ ¢¨¤¥áã¬¬ë ¬¨¨¬ «ì®£® ª®«¨ç¥áâ¢  íâ¨å ç¨á¥«. �  à¥ «¨§ã¥âáï â ª: áª« ¤ë¢ ¥¬ è¥áâ¥àª¨, ¯®ª ¥ ¯®«ãç¨âáï á ¬®¥ ¡®«ìè®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¥ 2k,   § â¥¬ ¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¤®¡ ¢«ï¥¬ 2¨«¨ 4. � íâ®© áã¬¬¥ ¡ã¤¥â [
k+23 ] á« £ ¥¬ëå. �®£¤ 

mr = 2k + [
k+23 ]

· (6n+ 1) 6 2 · 6n+ 2n (6n+ 1) = 12n2 + 14n,¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ k = 6n. � ç¨â, ®â¢¥â®¬ ¢ § ¤ ç¥ ¡ã¤¥â12n2 + 14n− (6n+ 1) = 12n2 + 8n− 1. �



� à¨ â 21. � ¥ª®â®àëå ª«¥âª å ¯®«®áª¨ 1 × 2100 ¯®áâ ¢«¥® ¯® ®¤®© ä¨èª¥. � ª �¤ãî ¨§ ¯ãáâëåª«¥â®ª § ¯¨áë¢ ¥âáï ç¨á«®, à ¢®¥ ¬®¤ã«î à §®áâ¨ ª®«¨ç¥áâ¢  ä¨è¥ª á«¥¢  ¨ á¯à ¢  ®â íâ®©ª«¥âª¨. �§¢¥áâ®, çâ® ¢á¥ § ¯¨á ë¥ ç¨á«  à §«¨çë ¨ ®â«¨çë ®â ã«ï. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ª®«¨ç¥áâ¢® ä¨è¥ª ¬®�¥â ¡ëâì à ááâ ¢«¥® ¢ ª«¥âª å?�â¢¥â: 1400.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì n | ª®«¨ç¥áâ¢® à ááâ ¢«¥ëå ä¨è¥ª. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«  ¢ ¯ãáâëå ª«¥âª å«¥� â ¢ ¤¨ ¯ §®¥ ®â 1 ¤® n ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî ç¥â®áâì. Ǒ®íâ®¬ã â ª¨å ç¨á¥« ¬®�¥â ¡ëâì ¥¡®«¥¥ [
n+12 ]. � ç¨â, ª®«¨ç¥áâ¢® ¯ãáâëå ª«¥â®ª ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â [

n+12 ], ¨ ç¥ à ááâ ¢«¥ë¥ ¢ ¨åç¨á«  ¡ã¤ãâ ¯®¢â®àïâìáï. �®£¤ 2100− n 6
[
n+12 ]

6 n+12 , ®âªã¤  n > 41993 = 1399 23 ¨ n > 1400.Ǒ®ª �¥¬, çâ® § ç¥¨¥ n = 1400 à¥ «¨§ã¥âáï. � ¬ ¯®¤®©¤¥â à ááâ ®¢ª 01 01 . . . 01
︸ ︷︷ ︸700 ¯ à 111 . . . 1

︸ ︷︷ ︸700 ç¨á¥« ,£¤¥ ¥¤¨¨æ ¬¨ ®¡®§ ç¥ë ä¨èª¨,   ã«ï¬¨ | ¯ãáâë¥ ª«¥âª¨. Ǒà¨ íâ®¬   ¬¥áâ¥ ã«¥© ®ª �ãâáïá«¥¤ãîé¨¥ ç¨á« : 1400, 1398, 1396, . . . , 4, 2. �� ¬¥ç ¨¥. Ǒà¨¢¥¤¥ ï ¢ à¥è¥¨¨ à¥ «¨§ æ¨ï ¥ ¥¤¨áâ¢¥ . � ¯à¨¬¥à, ¯®¤®©¤¥â ¨ â ª ï:101 101 . . . 101
︸ ︷︷ ︸350 âà®¥ª 110 110 . . . 110

︸ ︷︷ ︸350 âà®¥ª ,�© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á«¥¤ãîé¨¥ ç¨á« :1398, 1394, . . . , 6, 2, 4, 8, . . . , 1396, 1400.2. Ǒ®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  a, b, c â ª®¢ë, çâ® a+ b+ c = 3. � ©¤¨â¥ ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà -�¥¨ï
A = a3 + b38ab+ 9− c2 + b3 + c38bc+ 9− a2 + c3 + a38ca+ 9− b2 .�â¢¥â: 38 .�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ®4(a3 + b3) > (a+ b)3 ¨ 9− c2 = (3− c)(3 + c) = (a+ b)(3 + c).�®£¤  ¯® ¥à ¢¥áâ¢ ¬ ¤«ï áà¥¤¨å4(a3 + b3)8ab+ 9− c2 >
(a+ b)32(a+ b)2 + 9− c2 = (a+ b)22(a+ b) + 3 + c

= (3− c)29− c
= −c− 3 + 369− c

.� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ®æ¥¨¢ îâáï ¤¢  ¤àã£¨å á« £ ¥¬ëå ¢ 4A. �ª« ¤ë¢ ï íâ¨ ¥à ¢¥áâ¢ , ¬ë¯®«ãç¨¬
A >

14 (

−(a+ b+ c)− 9 + 369− a
+ 369− b

+ 369− c

)

> −3 + 8127− (a+ b+ c) = 38 .� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c = 1. �



3. �¨ £® «¨ ¢¯¨á ®£® ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª  ABCD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ O. Ǒãáâì K ¨ L |â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®¯¨á ®© ®ªàã�®áâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª  AOB á ¯àï¬ë¬¨ AD ¨ BC á®®â¢¥â-áâ¢¥®. � ©¤¨â¥ ®â®è¥¨¥ OK : OL, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® ∠BCA = ∠BDC.�â¢¥â: 1 : 1.
O

A

D

B
C

K

L

�¥è¥¨¥. Ǒ®áª®«ìªã ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª ABCD ¢¯¨á ë©, ¢¥àë à ¢¥áâ¢  ∠BAC = ∠BDC ¨
∠BCA = ∠BDA. � ¬¥â¨¬ â ª�¥, çâ® ∠BCA = ∠BDC ¯® ãá«®¢¨î ¨ ∠BAO = ∠BLO ª ª ã£«ë,®¯¨à îé¨¥áï   ®¤ã ¤ã£ã. �®£¤ 

∠BCA = ∠BDC = ∠BAC = ∠BAO = ∠BLO.Ǒ®íâ®¬ã âà¥ã£®«ì¨ª CLO à ¢®¡¥¤à¥ë©, â® ¥áâì OC = OL. �à®¬¥ â®£®,
∠ADO = ∠BCA = ∠BDC = ∠ODC ¨ ∠AKO = ∠ABO = ∠ABD = ∠ACD.� ç¨â, âà¥ã£®«ì¨ª¨ DKO ¨ DCO à ¢ë ¯® ¤¢ã¬ ã£« ¬ ¨ áâ®à®¥, ®âªã¤  OK = OC. � ª¨¬®¡à §®¬, OK = OL. �4. �  ¤®áª¥  ¯¨á ® ç¨á«® 12320. Ǒ¥âï ¯à¨¯¨á « ª ¥¬ã á¯à ¢  10n + 1 âà®¥ª, £¤¥ n | ¥®â-à¨æ â¥«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. � áï ¯®¤ã¬ «, çâ® íâ® ç¥â¢¥à¨ç ï § ¯¨áì  âãà «ì®£® ç¨á«  x,¨ à §«®�¨« x   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨. �ª § «®áì, çâ® áà¥¤¨ ¨å à®¢® ¤¢  à §«¨çëå. Ǒà¨ª ª¨å n íâ® ¢®§¬®�®?�â¢¥â: n = 0.�¥è¥¨¥. �®£®¢®à¨¬áï ç¥â¢¥à¨çë¥ ç¨á«  ¯¨á âì ¢ áª®¡ª å, çâ®¡ë ®â«¨ç âì ¨å ®â ¤¥áïâ¨çëå.�®£¤ 

x = (12320 33 . . .3
︸ ︷︷ ︸10n+1 ) = (12321 00 . . .0

︸ ︷︷ ︸10n+1 )− 1 = 441 · 4 · 410n − 1 = (42 · 1024n − 1)(42 · 1024n + 1).�á«¨ n = 0, â® x = 41 · 43, çâ®  ¬ ¯®¤å®¤¨â. Ǒãáâì n > 1. � ¬¥â¨¬, çâ®1024mod 41 = 322mod 41 = (−9)2mod 41 = −1, ®âªã¤  1024nmod 41 = (−1)n.Ǒ®«®�¨¬ a = 42 · 1024n − 1, b = 42 · 1024n + 1. �â¨ ç¨á«  ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â ª ª ª ®¨ ¥ç¥âë ¨à §«¨ç îâáï   2. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï.1) n ç¥â®. �®£¤  a ¤¥«¨âáï   41. �® a ¨ b ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©, ®âªã¤  a = 41p¯à¨ ¥ª®â®à®¬  âãà «ì®¬ p. �ë ¯®«ãç¨¬41p − 1 = 42 · 1024n − 2 = 2 (21 · 1024n − 1),çâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã «¥¢ ï ç áâì ªà â  4,   ¯à ¢ ï | ¥â.



2) n ¥ç¥â®. �®£¤  b ¤¥«¨âáï   41 ¨,   «®£¨ç®, b = 41q ¯à¨ ¥ª®â®à®¬  âãà «ì®¬ q.Ǒ®íâ®¬ã 41q − 1 = 42 · 1024n,çâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã «¥¢ ï ç áâì ªà â  5,   ¯à ¢ ï | ¥â. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 6n+ 1, 6n+ 4, 6n+ 7 ¨6n+10 ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª, ¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥ «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?�â¢¥â: 12n2 + 14n− 1.�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬  âãà «ì®¥ ç¨á«® s à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¡ ª ¬®�¥â ¢ë¯« â¨âì¬®¥â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ â®«ìª® 6n+4, 6n+7 ¨ 6n+10 ¯¨ áâà®¢. �«ï «î¡®£® r = 1, . . . , 6n ®¡®§ ç¨¬ç¥à¥§ mr  ¨¬¥ìè¥¥ à §«®�¨¬®¥ ç¨á«®, ¤ îé¥¥ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   6n + 1 ®áâ â®ª r. �®ª �¥¬ ¤¢ ãâ¢¥à�¤¥¨ï.1) �á«¨ r ∈ {1, . . . , 6n}, smod (6n+ 1) = r, â® ¯à¨ s > mr áã¬¬ã s ¡ ª ¢ë¯« â¨âì á¬®�¥â,  ¯à¨ s < mr | ¥ á¬®�¥â. Ǒ¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®:  ¤® ¢ ç «¥ ¢ë¯« â¨âì áã¬¬ã mr,  § â¥¬ ¤®¡ ¢¨âì ¥ª®â®à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¬®¥â ¯® 6n+ 1 ¯¨ áâà®¢. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® s < mr¨ áã¬¬ã s ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. Ǒà¨ íâ®¬ ¯à¨¤¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥áª®«ìª® ¬®¥â ¯® 6n+1 ¯¨ áâà®¢.�¡à ¢ ¢á¥ íâ¨ ¬®¥âë, ¬ë ¯®«ãç¨¬ à §«®�¨¬ãî áã¬¬ã, ¬¥ìèãî mr ¨ â®�¥ ¤ îéãî ®áâ â®ª r¯à¨ ¤¥«¥¨¨   6n+ 1. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬¨¨¬ «ì®áâ¨ mr.2) �¨á«  3kmod (6n+ 1) ¯à®¡¥£ îâ § ç¥¨ï {1, . . . , 6n} ¯à¨ k = 1, . . . , 6n. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,  ¬¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ®¨ à §«¨çë. �á«¨ 3k − 3k′ ªà â® (6n + 1), â® (k − k′) ... (6n + 1).� ª ª ª |k − k′| 6 6n, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ k = k′.�ç¥¢¨¤®, çâ® áã¬¬ë, ªà âë¥ 6n+ 1, ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. �®£¤  ¢ á¨«ã 1) ®â¢¥â®¬ § ¤ ç¨ ¡ã¤¥âmax{m1, . . . ,m6n}− (6n+1). � ©¤¥¬  ¨¡®«ìè¥¥ ¨§ ç¨á¥« mr. Ǒãáâì r ∈ {1, . . . , 6n}. � ¬¥â¨¬, çâ®6n+ 4 = (6n+ 1) + 3, 6n+ 7 = (6n+ 1) + 6 ¨ 6n+ 10 = (6n+ 1) + 9.� á¨«ã 2) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ç¨á«® k ∈ {1, . . . , 6n}, ¤«ï ª®â®à®£® 3kmod (6n + 1) = r. Ǒ®-áª®«ìªã ®áâ âª¨ ¬®¥â ¯® ¬®¤ã«î 6n+ 1 ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï 3, 6 ¨ 9,  ¬  ¤® ¯à¥¤áâ ¢¨âì 3k ¢¢¨¤¥ áã¬¬ë ¬¨¨¬ «ì®£® ª®«¨ç¥áâ¢  íâ¨å ç¨á¥«. �  à¥ «¨§ã¥âáï â ª: áª« ¤ë¢ ¥¬ ¤¥¢ïâª¨, ¯®ª ¥ ¯®«ãç¨âáï á ¬®¥ ¡®«ìè®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¥ 3k,   § â¥¬ ¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¤®¡ ¢«ï¥¬ 3¨«¨ 6. � íâ®© áã¬¬¥ ¡ã¤¥â [
k+23 ] á« £ ¥¬ëå. �®£¤ 

mr = 3k + [
k+23 ]

· (6n+ 1) 6 3 · 6n+ 2n (6n+ 1) = 12n2 + 20n,¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ k = 6n. � ç¨â, ®â¢¥â®¬ ¢ § ¤ ç¥ ¡ã¤¥â12n2 + 20n− (6n+ 1) = 12n2 + 14n− 1. �



� à¨ â 31. Ǒà¨ ª ª¨å  âãà «ìëå n ª«¥âç âãî ¤®áªã n× n ¬®�® à §à¥§ âì   ª¢ ¤à âë 1× 1 ¨ 2× 2â ª, çâ® ª¢ ¤à â®¢ à §ëå à §¬¥à®¢ ¡ã¤¥â ¯®à®¢ã?�â¢¥â: ¢á¥ n > 5, ªà âë¥ 5.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì ¤®áªã ¬®�® à §à¥§ âì   m ª¢ ¤à â®¢ 1 × 1 ¨ m ª¢ ¤à â®¢ 2 × 2. �®£¤ 
n2 = m+4m = 5m, ®âªã¤  n2 ... 5 ¨ n

... 5,   m = n25 . � ç¨â,  ¬ ¥ ¯®¤å®¤ïâ n, ª®â®àë¥ ¥ ¤¥«ïâáï  5.Ǒãáâì n ... 5. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ n > 10 ¤®áªã n×n ¬®�® à §à¥§ âì   ª¢ ¤à âë à §¬¥à  10×10 ¨15× 15. Ǒ®íâ®¬ã  ¬ ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® n = 10 ¨ n = 15 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î § ¤ ç¨,  
n = 5 | ¥â. Ǒà¨ â ª¨å n   ¤®áª¥ n×n ¯®¬¥é ¥âáï ¬ ªá¨¬ã¬ 25, 49 ¨ 4 ¥ «¥£ îé¨å ª¢ ¤à â®¢à §¬¥à  2 × 2,   âà¥¡ã¥âáï ¨å 20, 45 ¨ 5 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  á«ãç © n = 5 ¥ ¯®¤å®¤¨â. Ǒà¨
n = 10 ¨ n = 15 ¬®�® ¢ëà¥§ âì á®®â¢¥âáâ¢¥® 20 ¨ 45 ª¢ ¤à â®¢ à §¬¥à  2 × 2,   ®áâ ¢èãîáïç áâì ¤®áª¨ à §à¥§ âì   ®¤¨®çë¥ ª«¥âª¨. � ç¨â, n = 10 ¨ n = 15 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î. �2. Ǒ®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  a, b, c â ª®¢ë, çâ® a2b+ b2c+ c2a = 3. � ©¤¨â¥ ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥¢ëà �¥¨ï

A = a7b+ b7c+ c7a+ ab3 + bc3 + ca3.�â¢¥â: 6.�¥è¥¨¥. Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨
A = (

a7b+ ab3)+ (
b7c+ bc3)+ (

c7a+ ca3) > 2 (a4b2 + b4c2 + c4a2) > 23 (a2b+ b2c+ c2a)2 = 6.� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c = 1. �3. �  ¥à ¢®¡¥¤à¥ë© ®áâà®ã£®«ìë© âà¥ã£®«ì¨ª ABC. � ¥¬ ¯à®¢¥¤¥ë ¢ëá®âë BB1 ¨ CC1,¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¢ â®çª¥ H. �ªàã�®áâ¨ ω1 ¨ ω2 á æ¥âà ¬¨ H ¨ C á®®â¢¥âáâ¢¥® ª á îâáï¯àï¬®© AB. �§ â®çª¨ A ª ω1 ¨ ω2 ¯à®¢¥¤¥ë ª á â¥«ìë¥, ®â«¨çë¥ ®â AB. �¡®§ ç¨¬ â®çª¨¨å ª á ¨ï á íâ¨¬¨ ®ªàã�®áâï¬¨ ç¥à¥§ D ¨ E á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ©¤¨â¥ ã£®« B1DE.�â¢¥â: 180◦.
C

H

C1

A

B

B1

D

E

ω1

ω2

�¥è¥¨¥. Ǒ®áª®«ìªã ¯àï¬®ã£®«ìë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ACC1 ¨ ACE à ¢ë ¯® ª â¥âã ¨ £¨¯®-â¥ã§¥, ¯àï¬ ï CA | ¡¨áá¥ªâà¨á  à ¢®¡¥¤à¥®£® âà¥ã£®«ì¨ª  C1CE. Ǒ®íâ®¬ã ®  ï¢«ï¥âáïá¥à¥¤¨ë¬ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬ ª ®âà¥§ªã C1E, â® ¥áâì â®çª¨ C1 ¨ E á¨¬¬¥âà¨çë ®â®á¨â¥«ì®¯àï¬®© AC. �§ à ¢¥áâ¢  âà¥ã£®«ì¨ª®¢ AHD ¨ AHC1 ¢ëâ¥ª ¥â â ª�¥, çâ® ∠AHD = ∠AHC1.� ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª  AB1HC1 ¥áâì ¤¢  ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå ¯àï¬ëå ã£« . � ç¨â, ® ¢¯¨á ë©,®âªã¤  ∠AB1C1 = ∠AHC1. � á¨«ã á¨¬¬¥âà¨¨ â®ç¥ª C1 ¨ E

∠AB1E = ∠AB1C1 = ∠AHC1.



�à®¬¥ â®£®, ∠ADH = 90◦ = ∠AB1H . Ǒ®íâ®¬ã ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª ADB1H â ª�¥ ¢¯¨á ë©, ¨
∠AB1D = ∠AHD = ∠AHC1.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ∠AB1D = ∠AB1E, â® ¥áâì ∠B1DE = 180◦. �4. Ǒ¥âï  ¯¨á «   ¤®áª¥ ¯®¤àï¤ n ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¤¢ã§ çëå ç¨á¥« (n > 2), ¯¥à¢®¥ ¨§ ª®â®àëå¥ á®¤¥à�¨â æ¨äàã 4,   ¯®á«¥¤¥¥ | æ¨äàã 7. � áï ¯®¤ã¬ «, çâ® íâ® ¤¥áïâ¨ç ï § ¯¨áì âãà «ì®£® ç¨á«  x, ¨ à §«®�¨« x   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨. �ª § «®áì, çâ® ¨å ¢á¥£® ¤¢  ¨®¨ à §«¨ç îâáï   4. �â®  ¯¨á ®   ¤®áª¥?�â¢¥â: 2021.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì a ¨ b | ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ x, b = a+4. Ǒ àë ¯®á«¥¤¨å æ¨äà a ¨ b ¬®£ãâ ¡ëâì(3, 7), (7, 1), (9, 3). � ª ª ª x ¥ ¬®�¥â ®ª ç¨¢ âìáï   7, ¢®§¬®�¥ â®«ìª® ¯¥à¢ë© á«ãç ©. �®£¤ ç¨á«® y = a+ b2 ®ª ç¨¢ ¥âáï   5 ¨, § ç¨â, ¨¬¥¥â ¢¨¤ y = 10m+ 5. �âáî¤ 

y2mod 100 = 25 (4m2 + 4m+ 1)mod 100 = 25,â® ¥áâì y2 ®ª ç¨¢ ¥âáï   25. Ǒ®íâ®¬ã x = y2 − 4 ®ª ç¨¢ ¥âáï   21, ¨ 21 | ¯®á«¥¤¥¥ ¨§ ç¨á¥«, ¯¨á ëå Ǒ¥â¥©. � ç¨â, x ¯à¨¨¬ ¥â ®¤® ¨§ á«¥¤ãîé¨å § ç¥¨©:2021, 192021, 18192021, . . . , 1011 . . .2021.Ǒ¥à¢®¥ ¨§ ¨å  ¬ ¯®¤å®¤¨â, ¯®áª®«ìªã 2021 = 43 ·47. � ¬¥â¨¬, çâ® x ¥ ¤¥«¨âáï   3 ¨   11 (¨ ç¥
x 6 3 · (3 + 4) = 21 ¨ x 6 11 · (11 + 4) = 165 á®®â¢¥âáâ¢¥®). Ǒ® ¯¥à¢®¬ã ãá«®¢¨î ¬ë ®â¡à áë¢ ¥¬ç¨á« ,  ç¨ îé¨¥áï á 10, 12, 13, 15, 16, 18, 19,   ¯® ¢â®à®¬ã | ç¨á«®,  ç¨ îé¥¥áï á 11 (áã¬¬ë¥£® æ¨äà   ç¥âëå ¨ ¥ç¥âëå ¯®§¨æ¨ïå à §«¨ç îâáï   33). � ç¨ âìáï á 14 ç¨á«® x ¥ ¬®�¥â¯® ãá«®¢¨î. �á«¨ x = 1718192021, â®

y2 = x+ 4 = 1718192025.�® ¯à ¢ ï ç áâì ¤¥«¨âáï   11 ¨ ¥ ¤¥«¨âáï   121,   ¯®â®¬ã â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬ ¡ëâì ¥ ¬®�¥â. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 3n, 3n−1 · 5, 3n−2 · 52,3n−3 · 53, . . . , 3 · 5n−1, 5n ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª,¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥  «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?�â¢¥â: 5n+1 − 2 · 3n+1.�¥è¥¨¥. � âãà «ì®¥ ç¨á«® s  §®¢¥¬ n-à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¬®�® ¢ë¯« â¨âì ¬®-¥â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 3n, 3n−1 · 5, . . . , 5n ¯¨ áâà®¢, ¨ n-¥à §«®�¨¬ë¬ ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. Ǒà¨
n = 1 ¤®áâã¯ë â®«ìª® ¬®¥âë ¯® 3 ¨ 5 ¯¨ áâà®¢. �á«¨ s > 10, â®  ©¤¥âáï â ª®¥ r ∈ {0, 1, 2}, çâ®(s−5r) ... 3. �®£¤  s ¨¬¥¥â ¢¨¤ 5r+3k, â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï 1-à §«®�¨¬ë¬. �ç¥¢¨¤® â ª�¥, çâ® ç¨á« 9 ¨ 8 ¡ã¤ãâ 1-à §«®�¨¬ë¬¨,   7 | ¥â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ ªá¨¬ «ìë¬ 1-¥à §«®�¨¬ë¬ ç¨á«®¬ï¢«ï¥âáï 7 = 52 − 2 · 32.�®ª �¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ç¨á«® 5n+1− 2 · 3n+1 ¡ã¤¥â n-¥à §«®�¨¬ë¬. �¤¥« ¥¬íâ® ¯® ¨¤ãªæ¨¨. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒãáâì ¤«ï n− 1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®. �®¯ãáâ¨¬,çâ® ç¨á«® s = 5n+1 − 2 · 3n+1 ®ª § «®áì n-à §«®�¨¬ë¬. �á«¨ ¢ áã¬¬ã s ¢å®¤¨â m ¬®¥â ¯® 5n¯¨ áâà®¢, â® m < 5 ¨ (5n+1 −m · 5n) ... 3, ®âªã¤  m = 2. Ǒ®íâ®¬ã  ©¤ãâáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ç¨á«  k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå

s = 2 · 5n + k1 · 5n−1 · 3 + . . .+ kn · 3n.�® â®£¤  5n − 2 · 3n = s− 2 · 5n3 = k1 · 5n−1 + k2 · 5n−2 · 3 + . . .+ kn · 3n−1,



çâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã ç¨á«® 5n − 2 · 3n ¥ ï¢«ï¥âáï (n− 1)-à §«®�¨¬ë¬.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ s > 5n+1 − 2 · 3n+1, â® ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �®¢  ¢®á-¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤«ï n − 1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥á¯à ¢¥¤«¨¢®. �ë¡¥à¥¬ r ∈ {0, 1, 2} â ª, çâ®¡ë s − r · 5n ¤¥«¨«®áì   3. Ǒ®«®�¨¬ N = s− r · 5n3 .�®£¤ 
N >

5n+1 − 2 · 3n+1 − r · 5n3 = (5− r) 5n − 2 · 3n+13 >
3 · 5n − 2 · 3 · 3n3 = 5n − 2 · 3n,¨ ¯® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î N ¡ã¤¥â (n − 1)-à §«®�¨¬ë¬. � ç¨â,  ©¤ãâáï ¥®âà¨æ -â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå

N = k1 · 5n−1 + k2 · 5n−2 · 3 + . . .+ kn · 3n−1, â® ¥áâì s = r · 5n + k1 · 5n−1 · 3 + . . .+ kn · 3n.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �



� à¨ â 41. Ǒà¨ ª ª¨å  âãà «ìëå n ª«¥âç âãî ¤®áªã n × n ¬®�® à §à¥§ âì   ¯àï¬®ã£®«ì¨ª¨ 1× 1¨ 2× 3 â ª, çâ® ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ à §ëå à §¬¥à®¢ ¡ã¤¥â ¯®à®¢ã?�â¢¥â: ¢á¥ n > 7, ªà âë¥ 7.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì ¤®áªã ¬®�® à §à¥§ âì   m ª¢ ¤à â®¢ 1×1 ¨ m ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ 2×3. �®£¤ 
n2 = m+6m = 7m, ®âªã¤  n2 ... 7 ¨ n

... 7,   m = n27 . � ç¨â,  ¬ ¥ ¯®¤å®¤ïâ n, ª®â®àë¥ ¥ ¤¥«ïâáï  7.Ǒãáâì n
... 7. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ n > 14 ¤®áªã n × n ¬®�® à §à¥§ âì   ª¢ ¤à âë à §¬¥à 14× 14 ¨ 21× 21. Ǒ®íâ®¬ã  ¬ ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® n = 14 ¨ n = 21 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î§ ¤ ç¨,   n = 7 | ¥â. Ǒà¨ â ª¨å n   ¤®áª¥ n× n ¯®¬¥é ¥âáï ¬ ªá¨¬ã¬ 28, 70 ¨ 6 ¥ «¥£ îé¨å¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ à §¬¥à  2 × 3,   âà¥¡ã¥âáï ¨å 28, 63 ¨ 7 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  á«ãç © n = 7¥ ¯®¤å®¤¨â. Ǒà¨ n = 14 ¨ n = 21 ¬®�® ¢ëà¥§ âì á®®â¢¥âáâ¢¥® 28 ¨ 63 ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢à §¬¥à  2× 3,   ®áâ ¢èãîáï ç áâì ¤®áª¨ à §à¥§ âì   ®¤¨®çë¥ ª«¥âª¨. � ç¨â, n = 14 ¨ n = 21ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î. �2. Ǒ®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á«  a, b, c â ª®¢ë, çâ® a2b+ b2c+ c2a = 3. � ©¤¨â¥ ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥¢ëà �¥¨ï

A = √
a6 + b4c6

b
+ √

b6 + c4a6
c

+ √
c6 + a4b6

a
.�â¢¥â: 3√2.�¥è¥¨¥. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¥à ¢¥áâ¢®¬ √

x+ y > 1√2 (√x +√
y
) ¯à¨ x, y > 0. � ãç¥â®¬ ¥à -¢¥áâ¢  �®è¨ ¬ë ¯®«ãç¨¬

A >
1√2 (

a3 + b2c3
b

+ b3 + c2a3
c

+ c3 + a2b3
a

) = 1√2 (
a3
b
+ bc3 + b3

c
+ ca3 + c3

a
+ ab3) >

>
1√2 ((

a3
b
+ ab3)+(

b3
c
+ bc3)+(

c3
a
+ ca3)) >

√2 (a2b+ b2c+ c2a) = 3√2.� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c = 1. �3. �®ªàã£ ®áâà®ã£®«ì®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ®¯¨á   ®ªàã�®áâì. �®çª  K | á¥à¥¤¨  ¬¥ì-è¥© ¤ã£¨ AC íâ®© ®ªàã�®áâ¨,   â®çª  L | á¥à¥¤¨  ¬¥ìè¥© ¤ã£¨ AK íâ®© ®ªàã�®áâ¨.�âà¥§ª¨ BK ¨ AC ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ P . � ©¤¨â¥ ã£®« ¬¥�¤ã ¯àï¬ë¬¨ BC ¨ LP , ¥á«¨¨§¢¥áâ®, çâ® BK = BC.�â¢¥â: 90◦.
B

C

A

K

P

L M

N
ϕ

�¥è¥¨¥. Ǒãáâì ∠ABL = ϕ. �®£¤  ∠KBL = ϕ ¨ ∠KBC = 2ϕ. Ǒ®áª®«ìªã BK = BC, ¬ë¯®«ãç ¥¬ ∠BKC = ∠BCK = 90◦ − ϕ. �à®¬¥ â®£®,
∠LCK + ∠BKC = ∠LBK + ∠BKC = ϕ+ (90◦ − ϕ) = 90◦,



â® ¥áâì ¯àï¬ë¥ BK ¨ CL ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë. � ¤àã£®© áâ®à®ë,
∠BLC + ∠ACL = ∠BKC + ∠ABL = (90◦ − ϕ) + ϕ = 90◦,¯®íâ®¬ã ¯àï¬ë¥ BL ¨ AC â ª�¥ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë. �â «® ¡ëâì, â®çª  P ï¢«ï¥âáï ®àâ®æ¥âà®¬âà¥ã£®«ì¨ª  BCL, ®âªã¤  LP ⊥ BC. �4. Ǒ¥âï  ¯¨á «   ¤®áª¥ ¯®¤àï¤ ¢ ã¡ë¢ îé¥¬ ¯®àï¤ª¥ n ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¤¢ã§ çëå ç¨á¥«,¯®á«¥¤¥¥ ¨§ ª®â®àëå ¥ á®¤¥à�¨â æ¨äàã 7. � áï ¯®¤ã¬ «, çâ® íâ® ¤¥áïâ¨ç ï § ¯¨áì  âã-à «ì®£® ç¨á«  x, ¨ à §«®�¨« x   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨. �ª § «®áì, çâ® ¨å ¢á¥£® ¤¢  ¨ ®¨à §«¨ç îâáï   4. �â®  ¯¨á ®   ¤®áª¥?�â¢¥â: 91.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì a ¨ b | ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ x, b = a + 6. Ǒ àë ¯®á«¥¤¨å æ¨äà a ¨ b ¬®£ãâ¡ëâì (1, 7), (3, 9), (7, 3). � ª ª ª x ¥ ¬®�¥â ®ª ç¨¢ âìáï   7, ¢®§¬®�¥ â®«ìª® ¯®á«¥¤¨© á«ãç ©.�®£¤  ç¨á«® y = a+ b2 ®ª ç¨¢ ¥âáï   5 ¨«¨   0. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«® x ¥ç¥â® ¨ x = y2 − 9.� ç¨â, ç¨á«® y ç¥â®, â® ¥áâì ®® ªà â® 10, ®âªã¤ 

xmod 100 = (y2 − 9)mod 100 = 100− 9 = 91.� ª¨¬ ®¡à §®¬, x ®ª ç¨¢ ¥âáï   91 ¨ ¯à¨¨¬ ¥â ®¤® ¨§ á«¥¤ãîé¨å § ç¥¨©:91, 9291, 939291, . . . , 9998 . . .9291.Ǒ¥à¢®¥ ¨§ ¨å  ¬ ¯®¤å®¤¨â, ¯®áª®«ìªã 91 = 13 · 7. Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¢á¥ ®áâ «ìë¥ ç¨á«  ¥ ¯®¤å®¤ïâ.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ¨å y2 ®ª ç¨¢ ¥âáï   300. �®£¤  ç¨á«® y ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ 10z, £¤¥ z2®ª ç¨¢ ¥âáï   3, çâ® ¥¢®§¬®�®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, x = 91 | ¥¤¨áâ¢¥ë© ®â¢¥â. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 2n, 2n−1 · 3, 2n−2 · 32,2n−3 · 33, . . . , 2 · 3n−1, 3n ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª,¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥  «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?�â¢¥â: 3n+1 − 2n+2.�¥è¥¨¥. � âãà «ì®¥ ç¨á«® s  §®¢¥¬ n-à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¬®�® ¢ë¯« â¨âì ¬®-¥â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 2n, 2n−1 · 3, . . . , 3n ¯¨ áâà®¢, ¨ n-¥à §«®�¨¬ë¬ ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. Ǒà¨
n = 1 ¤®áâã¯ë â®«ìª® ¬®¥âë ¯® 2 ¨ 3 ¯¨ áâà . �á«¨ s > 3, â®  ©¤¥âáï â ª®¥ r ∈ {0, 1}, çâ®(s − 3r) ç¥â®. �®£¤  s ¨¬¥¥â ¢¨¤ 3r + 2k, â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï 1-à §«®�¨¬ë¬. �ç¥¢¨¤® â ª�¥, çâ®ç¨á«® 2 ¡ã¤¥â 1-à §«®�¨¬ë¬,   1 | ¥â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ ªá¨¬ «ìë¬ 1-¥à §«®�¨¬ë¬ ç¨á«®¬ï¢«ï¥âáï 1 = 32 − 23.�®ª �¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ç¨á«® 3n+1 − 2n+2 ¡ã¤¥â n-¥à §«®�¨¬ë¬. �¤¥« ¥¬íâ® ¯® ¨¤ãªæ¨¨. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒãáâì ¤«ï n− 1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®. �®¯ãáâ¨¬,çâ® ç¨á«® s = 3n+1−2n+2 ®ª § «®áì n-à §«®�¨¬ë¬. �á«¨ ¢ áã¬¬ã s ¢å®¤¨âm ¬®¥â ¯® 3n ¯¨ áâà®¢,â® m < 3 ¨ 3n+1 − m · 3n ç¥â®, ®âªã¤  m = 1. Ǒ®íâ®¬ã  ©¤ãâáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« 
k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå

s = 3n + k1 · 3n−1 · 2 + . . .+ kn · 2n.�® â®£¤  3n − 2n+1 = s− 3n2 = k1 · 3n−1 + k2 · 3n−2 · 2 + . . .+ kn · 2n−1,çâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã ç¨á«® 3n − 2n+1 ¥ ï¢«ï¥âáï (n− 1)-à §«®�¨¬ë¬.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ s > 3n+1 − 2n+2, â® ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �®¢  ¢®á-¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤«ï n − 1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥á¯à ¢¥¤«¨¢®. �ë¡¥à¥¬ r ∈ {0, 1} â ª, çâ®¡ë s− r ·3n ¤¥«¨«®áì   2. Ǒ®«®�¨¬ N = s− r · 3n2 . �®£¤ 
N >

3n+1 − 2n+2 − r · 3n2 = (3− r) 3n − 2n+22 >
2 · 3n − 2 · 2n+12 = 3n − 2n+1,



¨ ¯® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î N ¡ã¤¥â (n − 1)-à §«®�¨¬ë¬. � ç¨â,  ©¤ãâáï ¥®âà¨æ -â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå
N = k1 · 3n−1 + k2 · 3n−2 · 2 + . . .+ kn · 2n−1, â® ¥áâì s = r · 3n + k1 · 3n−1 · 2 + . . .+ kn · 2n.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �



� à¨ â 51. � âãà «ìë¥ ç¨á«  ®â 1 ¤® 2021 § ¯¨á ë ¢ àï¤ ¢ ¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥. �ª § «®áì, çâ® ã «î¡®£®ç¨á«  ¥£® «¥¢ë© ¨ ¥£® ¯à ¢ë© á®á¥¤ ¨¬¥îâ à §ãî ç¥â®áâì. � ª®¥ ç¨á«® ¬®�¥â ¡ëâì  ¯¥à¢®¬ ¬¥áâ¥?�â¢¥â: «î¡®¥ ¥ç¥â®¥ ç¨á«®.�¥è¥¨¥. �®ª �¥¬ ¢ ç «¥, çâ® ¢ «î¡®© ç¥â¢¥àª¥ ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤ ç¨á¥« ¥áâì ¤¢  ç¥âëå ¨ ¤¢ ¥ç¥âëå ç¨á« . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ¢ ¥ª®â®à®© ç¥â¢¥àª¥ ¥áâì âà¨ ç¨á«  ®¤¨ ª®¢®© ç¥â®áâ¨.�®£¤  áà¥¤¨ ¨å  ©¤ãâáï ¤¢  ç¨á« , ¨¤ãé¨å ç¥à¥§ ®¤®. �® ç¨á«® ¬¥�¤ã ¨¬¨ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì á®á¥¤¥©®¤¨ ª®¢®© ç¥â®áâ¨, çâ® ¥¢®§¬®�®.� §®¡ì¥¬ ¤¨ ¯ §® á® ¢â®à®© ¯® 2021-î ¯®§¨æ¨î   ¡«®ª¨ ¯® 4 ç¨á« . Ǒ® ¤®ª § ®¬ã ¢ ª �¤®¬¡«®ª¥ ç¥âëå ¨ ¥ç¥âëå ç¨á¥« ¯®à®¢ã,   â®£¤  ¨ ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®¥ â®�¥. �® ¢ ¯à®¬¥�ãâª¥[1, 2021℄ ¥ç¥âëå ç¨á¥« ¡®«ìè¥, ç¥¬ ç¥âëå. � ç¨â, ¯¥à¢ë¬ ¡ã¤¥â ¥ç¥â®¥ ç¨á«®. Ǒ®ª �¥¬, çâ®«î¡®¥ ¥ç¥â®¥ ç¨á«® ¬®�¥â   ¯¥à¢®© ¯®§¨æ¨¨ ®ª § âìáï. � á¯®«®�¨¬ ¢á¥ ç¨á«  ¯® áå¥¬¥� ���� ���� . . . ����,£¤¥ � ®¡®§ ç ¥â ç¥â®¥ ç¨á«®,   � | ¥ç¥â®¥. � ª ï à ááâ ®¢ª  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î § ¤ ç¨.Ǒà¨ íâ®¬ ¥ç¥â®¥ ç¨á«®   ¯¥à¢®© ¯®§¨æ¨¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ìë¬. �2. Ǒà¨ a, b, c > 0  ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï
A = a3 + b3 + c3(a+ b+ c)3 − 26abc .�â¢¥â: 3.�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® (a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 6abc+B, £¤¥

B = 3 (a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2) > 18 6√
a6b6c6 = 18abc(¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì ¥à ¢¥áâ¢®¬ �®è¨). �®£¤ 

a3 + b3 + c3 6 (a+ b+ c)3 − 24abc.Ǒ®«®�¨¬ t = (a+ b+ c)3
abc

. Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨ t > 27, ®âªã¤ 
A 6

(a+ b+ c)3 − 24abc(a+ b+ c)3 − 26abc = t− 24
t− 26 = 1 + 2

t− 26 6 3.� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c. �3. �ªàã�®áâ¨ ω1 ¨ ω2 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª å A ¨ B,   ®ªàã�®áâì á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ O®å¢ âë¢ ¥â ®ªàã�®áâ¨ ω1 ¨ ω2, ª á ïáì ¨å ¢ â®çª å C ¨ D á®®â¢¥âáâ¢¥®. �ª § «®áì,çâ® â®çª¨ A, C ¨ D «¥� â   ®¤®© ¯àï¬®©. � ©¤¨â¥ ã£®« ABO.�â¢¥â: 90◦.
O

C

D
A

B

O1 O2

ω1
ω2



�¥è¥¨¥. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ O1 ¨ O2 æ¥âàë ®ªàã�®áâ¥© ω1 ¨ ω2. �à¥ã£®«ì¨ª¨ COD, CO1A,
AO2D à ¢®¡¥¤à¥ë¥. Ǒ®áª®«ìªã â®çª¨ C,A,D «¥� â   ®¤®© ¯àï¬®©, ¬ë ¯®«ãç ¥¬

∠O1AC = ∠O1CA = ∠OCD = ∠ODC.Ǒ®íâ®¬ã O1A ‖ OO2 ¨,   «®£¨ç®, O2A ‖ OO1. � ç¨â, OO1AO2 | ¯ à ««¥«®£à ¬¬, ®âªã¤ 
O1A = O2O ¨ ∠AO1O2 = ∠O1O2O.� ª ª ª âà¥ã£®«ì¨ª¨ AO1B ¨ AO2B à ¢®¡¥¤à¥ë¥, ®âà¥§®ª O1O2 ï¢«ï¥âáï á¥à¥¤¨ë¬ ¯¥à¯¥-¤¨ªã«ïà®¬ ª AB. �®£¤ 

O1B = O1A = O2O ¨ ∠BO1O2 = ∠AO1O2 = ∠O1O2O.Ǒ®íâ®¬ã O1O2OB | à ¢®¡¥¤à¥ ï âà ¯¥æ¨ï, ®âªã¤  BO ‖ O1O2 ¨, § ç¨â, BO ⊥ AB. �4. Ǒ¥âï  ¯¨á «   ¤®áª¥ ¯®¤àï¤ n ¤¢ã§ çëå ¢®áì¬¥à¨çëå ç¨á¥« (n > 2), ®¡à §ãîé¨å  à¨ä-¬¥â¨ç¥áªãî ¯à®£à¥áá¨î á à §®áâìî −8. � áï ¯®¤ã¬ «, çâ® íâ® ¢®áì¬¥à¨ç ï § ¯¨áì  âã-à «ì®£® ç¨á«  x, ¨ à §«®�¨« x   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨. �ª § «®áì, çâ® ¨å ¢á¥£® ¤¢ , ¨ ®¨à §«¨ç îâáï   6. �â®  ¯¨á ®   ¤®áª¥?�â¢¥â: 7767.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì y, z | ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ x, z = y +6. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«® x+9 à ¢® (
y+z2 )2,â® ¥áâì ®® ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬. � ¯¨è¥¬ ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ¯ àë (y, z) ¢ ¢®áì¬¥à¨ç®© ä®à¬¥:

(
. . . a1, . . . a7 ), (

. . . a3, . . . (a+ 1)1 ), (
. . . a5, . . . (a+ 1)3 ), (

. . . a7, . . . (a+ 1)5 ). (∗)� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¢®áì¬¥à¨ç ï § ¯¨áì x ®ª ç¨¢ ¥âáï   07, çâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã ç¨á«  ¢¯à®£à¥áá¨¨ ¤¢ã§ çë¥. �«ï âà¥âì¥© ¯ àë ¯®á«¥¤¥© ¢®áì¬¥à¨ç®© æ¨äà®© x ¡ã¤¥â 7,   ¯à¥¤¯®-á«¥¤¥© | (8a+ 5 + 1)mod 8 = 6. �®£¤  á ãç¥â®¬ ãá«®¢¨ï n > 2 ¬ë ¯®«ãç ¥¬ x = 77678. �â®  ¬¯®¤å®¤¨â, â ª ª ª
x+ 9 = 77678 + 9 = 4096 = 642 ¨ x = 61 · 67.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¢â®àãî ¨ ç¥â¢¥àâãî ¯ àë ¢ (∗). Ǒ®á«¥¤¥© ¢®áì¬¥à¨ç®© æ¨äà®© x ¡ã¤¥â 3,  ¯à¥¤¯®á«¥¤¥© | (4a + 3)mod 8, â ª ª ª (7(a + 1) + 5a + 4)mod 8 = (4a + 3)mod 8. �¥ç¥âë¥

a ¥ ¯®¤å®¤ïâ ¯® ãá«®¢¨î n > 2, â ª ª ª ç¨á«® 738 + 8 ã�¥ âà¥å§ ç®¥. Ǒ®íâ®¬ã ¢®áì¬¥à¨ç ï§ ¯¨áì x ®ª ç¨¢ ¥âáï   33. � ç¨â, x ¬®�¥â ¡ëâì ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥«43338, 5343338, 635343338, 73635343338.�â®à®¥ ¨ âà¥âì¥ ¥ ¯®¤å®¤ïâ, ¯®áª®«ìªã ®¨ ¤¥«ïâáï   3 (áã¬¬ë æ¨äà   ç¥âëå ¨ ¥ç¥âëå¯®§¨æ¨ïå à §«¨ç îâáï   3 ¨ 6 á®®â¢¥âáâ¢¥®). �à®¬¥ â®£®,(43338 + 9)mod 3 = (6− 7 + 9)mod 3 = 2 ¨ (73635343338+ 9)mod 3 = (15− 25 + 9)mod 3 = 2.Ǒ®íâ®¬ã ç¨á«  43338 + 9 ¨ 73635343338 + 9 ¥ ï¢«ïîâáï â®çë¬¨ ª¢ ¤à â ¬¨, çâ® ¥¢®§¬®�®.� ª¨¬ ®¡à §®¬, x = 77678 | ¥¤¨áâ¢¥ë© ®â¢¥â. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 3n− 1, 6n+ 1, 6n+ 4 ¨6n+ 7 ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª, ¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥ «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?�â¢¥â: 6n2 + 4n− 5.�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬  âãà «ì®¥ ç¨á«® s à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¡ ª ¬®�¥â ¢ë¯« â¨âì¬®¥â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ â®«ìª® 6n + 1, 6n + 4 ¨ 6n + 7 ¯¨ áâà®¢. �«ï «î¡®£® r = 1, . . . , 3n − 2



®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ mr  ¨¬¥ìè¥¥ à §«®�¨¬®¥ ç¨á«®, ¤ îé¥¥ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3n − 1 ®áâ â®ª r.�®ª �¥¬ ¤¢  ãâ¢¥à�¤¥¨ï.1) �á«¨ r ∈ {1, . . . , 3n−2}, smod (3n−1) = r, â® ¯à¨ s > mr áã¬¬ã s ¡ ª ¢ë¯« â¨âì á¬®�¥â,  ¯à¨ s < mr | ¥ á¬®�¥â. Ǒ¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®:  ¤® ¢ ç «¥ ¢ë¯« â¨âì áã¬¬ã mr,  § â¥¬ ¤®¡ ¢¨âì ¥ª®â®à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¬®¥â ¯® 3n− 1 ¯¨ áâà®¢. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® s < mr¨ áã¬¬ã s ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. Ǒà¨ íâ®¬ ¯à¨¤¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥áª®«ìª® ¬®¥â ¯® 3n−1 ¯¨ áâà®¢.�¡à ¢ ¢á¥ íâ¨ ¬®¥âë, ¬ë ¯®«ãç¨¬ à §«®�¨¬ãî áã¬¬ã, ¬¥ìèãî mr ¨ â®�¥ ¤ îéãî ®áâ â®ª r¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3n− 1. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬¨¨¬ «ì®áâ¨ mr.2) �¨á«  3kmod (3n−1) ¯à®¡¥£ îâ § ç¥¨ï {1, . . . , 3n−2} ¯à¨ k = 1, . . . , 3n−2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬ ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ®¨ à §«¨çë. �á«¨ (3k − 3k′) ... (3n− 1), â® (k − k′) ... (3n− 1).� ª ª ª |k − k′| 6 3n− 2, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ k = k′.�ç¥¢¨¤®, çâ® áã¬¬ë, ªà âë¥ 3n− 1, ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. �®£¤  ¢ á¨«ã 1) ®â¢¥â®¬ § ¤ ç¨ ¡ã¤¥âmax{m1, . . . ,m3n−2}−(3n−1). � ©¤¥¬  ¨¡®«ìè¥¥ ¨§ ç¨á¥«mr. Ǒãáâì r ∈ {1, . . . , 3n−2}. � ¬¥â¨¬,çâ® 6n+ 1 = 2 (3n− 1) + 3, 6n+ 4 = 2 (3n− 1) + 6 ¨ 6n+ 7 = 2 (3n− 1) + 9.� á¨«ã 2) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ç¨á«® k ∈ {1, . . . , 3n − 2}, ¤«ï ª®â®à®£® 3kmod (3n − 1) = r.Ǒ®áª®«ìªã ®áâ âª¨ ¬®¥â ¯® ¬®¤ã«î 3n − 1 ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï 3, 6 ¨ 9,  ¬  ¤® ¯à¥¤áâ ¢¨âì3k ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¬¨¨¬ «ì®£® ª®«¨ç¥áâ¢  íâ¨å ç¨á¥«. �  à¥ «¨§ã¥âáï â ª: áª« ¤ë¢ ¥¬ ¤¥¢ïâª¨,¯®ª  ¥ ¯®«ãç¨âáï á ¬®¥ ¡®«ìè®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¥ 3k,   § â¥¬ ¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¤®¡ ¢«ï¥¬3 ¨«¨ 6. � íâ®© áã¬¬¥ ¡ã¤¥â [
k+23 ] á« £ ¥¬ëå. �®£¤ 

mr = 3k + [
k+23 ]

· 2 (3n− 1) 6 3 (3n− 2) + 2n (3n− 1) = 6n2 + 7n− 6,¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ k = 3n− 2. � ç¨â, ®â¢¥â®¬ ¢ § ¤ ç¥ ¡ã¤¥â(6n2 + 7n− 6)− (3n− 1) = 6n2 + 4n− 5. �



� à¨ â 61. � âãà «ìë¥ ç¨á«  ®â 1 ¤® 2023 § ¯¨á ë ¢ àï¤ ¢ ¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥. �ª § «®áì, çâ® «î¡ë¥âà¨ ç¨á« , à á¯®«®�¥ë¥ ç¥à¥§ ®¤®, ¤ îâ à §ë¥ ®áâ âª¨ ®â ¤¥«¥¨ï   3. � ª®¥ ç¨á«®¬®�¥â ¡ëâì   ¯¥à¢®¬ ¬¥áâ¥?�â¢¥â: «î¡®¥ ç¨á«®, ¤ îé¥¥ ®áâ â®ª 1 ®â ¤¥«¥¨ï   3.�¥è¥¨¥. � §®¡ì¥¬ ¤¨ ¯ §® ®â 1 ¤® 2023   £àã¯¯ë ç¨á¥«, ¤ îé¨å ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3 ®áâ âª¨0, 1 ¨ 2. Ǒ¥à¢ ï ¨ âà¥âìï £àã¯¯  á®¤¥à�¨â ¯® 674 ç¨á¥«,   ¢â®à ï | 675 ç¨á¥«. � «î¡®© è¥áâ¥àª¥¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤ ç¨á¥« ¥áâì à®¢® ¯® ¤¢  ç¨á«  ¨§ ª �¤®© £àã¯¯ë, ¯®áª®«ìªã   ¯®§¨æ¨ïå 1, 3, 5,  â ª�¥   ¯®§¨æ¨ïå 2, 4, 6  å®¤ïâáï ç¨á«  ¨§ à §ëå £àã¯¯. � §®¡ì¥¬ ¤¨ ¯ §® á® ¢â®à®© ¯® 2023-î¯®§¨æ¨î   ¡«®ª¨ ¯® 6 ç¨á¥«. � �¤ë© ¡«®ª á®¤¥à�¨â ®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ¨§ ª �¤®©£àã¯¯ë,   â®£¤  ¨ ¢¥áì ¤¨ ¯ §® â®�¥. �áâ ¢è¥¥áï ç¨á«® ¤ ¥â ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3 ®áâ â®ª 1, ¨ â®«ìª®®® ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¢ë¬.Ǒ®ª �¥¬, çâ® «î¡®¥ ç¨á«® ¨§ ¢â®à®© £àã¯¯ë ¬®�¥â ®ª § âìáï   ¯¥à¢®© ¯®§¨æ¨¨. �®¯ãáâ¨-¬®áâì ª®ä¨£ãà æ¨¨ ç¨á¥« § ¢¨á¨â ¥ ®â á ¬¨å ç¨á¥«,   â®«ìª® ®â ¨å ®áâ âª®¢ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3.� á¯®«®�¨¬ íâ¨ ®áâ âª¨ ¯® áå¥¬¥ 1 220011 220011 . . . 220011 .�  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î § ¤ ç¨. � ç¨â, ¯¥à¢ë¬ ¬®�¥â ®ª § âìáï «î¡®¥ ç¨á«®, ¤ îé¥¥ ¯à¨¤¥«¥¨¨   3 ®áâ â®ª 1. �2. Ǒà¨ a, b, c > 0  ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï
A = a4 + b4 + c4(a+ b+ c)4 − 80 (abc)4/3 .�â¢¥â: 3.�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® (a+ b+ c)4 = a4 + b4 + c4 +B, £¤¥

B = 4 (a3b+ ab3 + b3c+ bc3 + c3a+ ca3)+ 6 (a2b2 + b2c2 + c2a2)+ 12 (abc2 + bca2 + cab2) >
> 24 6√(abc)8 + 18 3√(abc)4 + 36 3√(abc)4 = 78 (abc)4/3(¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì ¥à ¢¥áâ¢®¬ �®è¨). �®£¤ 

a4 + b4 + c4 6 (a+ b+ c)4 − 78 (abc)4/3.Ǒ®«®�¨¬ t = (a+ b+ c)4(abc)4/3 . Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨ t > 81, ®âªã¤ 
A 6

(a+ b+ c)4 − 78 (abc)4/3(a+ b+ c)4 − 80 (abc)4/3 = t− 78
t− 80 = 1 + 2

t− 80 6 3.� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c. �3. �ªàã�®áâì ω1 á æ¥âà®¬ O ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ¢ â®çª å K ¨ L  ®ªàã�®áâìî ω2, ¯à®å®¤ïé¥©ç¥à¥§ â®çªã O. �¥à¥§ â®çªã O ¯à®¢¥¤¥  ¯àï¬ ï, ¢â®à¨ç® ¯¥à¥á¥ª îé ï ®ªàã�®áâì ω2 ¢â®çª¥ A. �âà¥§®ª OA ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã�®áâì ω1 ¢ â®çª¥ B. � ©¤¨â¥ ®â®è¥¨¥ à ááâ®ï¨©®â â®çª¨ B ¤® ¯àï¬ëå AL ¨ KL.�â¢¥â: 1 : 1.



O

K

L

A

B

ω1 ω2

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ∠OAK = ∠OAL ª ª ã£«ë, ®¯¨à îé¨¥áï   à ¢ë¥ å®à¤ë OK ¨ OL.� ç¨â, AB | ¡¨áá¥ªâà¨á  ã£«  LAK. �à®¬¥ â®£®, ∠AKL = ∠AOL ª ª ã£«ë, ®¯¨à îé¨¥áï  ¤ã£ã AL. �®£¤ 
∠BKL = 12 ∠BOL = 12 ∠AKL.Ǒ®íâ®¬ã KB | ¡¨áá¥ªâà¨á  ã£«  AKL. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â®çª  B | æ¥âà ¢¯¨á ®© ®ªàã�®áâ¨âà¥ã£®«ì¨ª  AKL. � ç¨â, ®  à ¢®ã¤ «¥  ®â ¯àï¬ëå AL ¨ KL. �4. Ǒ¥âï  ¯¨á «   ¤®áª¥ ¯®¤àï¤ n ¤¢ã§ çëå ¢®áì¬¥à¨çëå ç¨á¥« (n > 2), ®¡à §ãîé¨å  à¨ä¬¥-â¨ç¥áªãî ¯à®£à¥áá¨î á à §®áâìî 8, ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¢®¥ ç¨á«® ¥ á®¤¥à�¨â æ¨äàã 2. � áï ¯®¤ã¬ «,çâ® íâ® ¢®áì¬¥à¨ç ï § ¯¨áì  âãà «ì®£® ç¨á«  x, ¨ à §«®�¨« x   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨.�ª § «®áì, çâ® ¨å ¢á¥£® ¤¢ , ¨ ®¨ à §«¨ç îâáï   2. �â®  ¯¨á ®   ¤®áª¥?�â¢¥â: 3343.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì y, z | ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ x, z = y +2. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«® x+1 à ¢® (

y+z2 )2,â® ¥áâì ®® ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬. � ¯¨è¥¬ ¢®§¬®�ë¥ ¯ àë (y, z) ¢ ¢®áì¬¥à¨ç®© ä®à¬¥:
(
. . . a1, . . . a3 ), (

. . . a3, . . . a5 ), (
. . . a5, . . . a7 ), (

. . . a7, . . . (a+ 1)1 ). (∗)�«ï ¯¥à¢®© ¨ âà¥âì¥© ¯ à ¯®á«¥¤¥© ¢®áì¬¥à¨ç®© æ¨äà®© x ¡ã¤¥â 3,   ¯à¥¤¯®á«¥¤¥© | 4amod 8¨«¨ (12a + 4)mod 8. �â  æ¨äà  ¥ã«¥¢ ï, â ª ª ª ç¨á«  ¢ ¯à®£à¥áá¨¨ ¤¢ã§ çë¥. Ǒ®íâ®¬ã ¢®¡®¨å á«ãç ïå ®  à ¢  4,   ¢®áì¬¥à¨ç ï § ¯¨áì x ®ª ç¨¢ ¥âáï   43. � ãç¥â®¬ ãá«®¢¨ï x¬®�¥â ¯à¨¨¬ âì § ç¥¨ï 33438 ¨«¨ 132333438. Ǒ¥à¢®¥ ç¨á«®  ¬ ¯®¤å®¤¨â, ¯®áª®«ìªã
x+ 1 = 33438 + 1 = 1764 = 422 ¨ x = 41 · 43.Ǒãáâì x = 132333438. �®£¤ (x+ 1)mod 3 = (12− 10 + 1)mod 3 = 0 ¨ (x + 1)mod 9 = (12− 10 + 1)mod 9 = 3.� ç¨â, ç¨á«® x+ 1 ¤¥«¨âáï   3 ¨ ¥ ¤¥«¨âáï   9,   ¯®â®¬ã ®® ¥ ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¢â®àãî ¨ ç¥â¢¥àâãî ¯ àë ¢ (∗). Ǒ®á«¥¤¥© ¢®áì¬¥à¨ç®© æ¨äà®© x ¡ã¤¥â 7,  ¯à¥¤¯®á«¥¤¥© | 1 ¨«¨ 7. Ǒ¥à¢®£® á«ãç ï ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¨ n > 2, ¯®áª®«ìªã ç¨á«® 178 − 8 ¥ï¢«ï¥âáï ¤¢ã§ çë¬. � ç¨â, á ãç¥â®¬ ãá«®¢¨ï ¢®§¬®�ë á«¥¤ãîé¨¥ § ç¥¨ï x:67778, 5767778, 475767778, 37475767778, 172737475767778.� ¬¥â¨¬, çâ® x + 1 = . . . 70008 = . . . 78 · 29. �®£¤  ç¨á«® x + 1 ¤¥«¨âáï   29 ¨ ¥ ¤¥«¨âáï   210,  ¯®â®¬ã ®® ¥ ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, x = 33438 | ¥¤¨áâ¢¥ë© ®â¢¥â. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 3n− 2, 6n− 1, 6n+ 2 ¨6n+ 5 ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª, ¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥ «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?



�â¢¥â: 6n2 − 4n− 3.�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬  âãà «ì®¥ ç¨á«® s à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¡ ª ¬®�¥â ¢ë¯« â¨âì¬®¥â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ â®«ìª® 6n − 1, 6n + 2 ¨ 6n + 5 ¯¨ áâà®¢. �«ï «î¡®£® r = 1, . . . , 3n − 3®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ mr  ¨¬¥ìè¥¥ à §«®�¨¬®¥ ç¨á«®, ¤ îé¥¥ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3n − 2 ®áâ â®ª r.�®ª �¥¬ ¤¢  ãâ¢¥à�¤¥¨ï.1) �á«¨ r ∈ {1, . . . , 3n−3}, smod (3n−2) = r, â® ¯à¨ s > mr áã¬¬ã s ¡ ª ¢ë¯« â¨âì á¬®�¥â,  ¯à¨ s < mr | ¥ á¬®�¥â. Ǒ¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®:  ¤® ¢ ç «¥ ¢ë¯« â¨âì áã¬¬ã mr,  § â¥¬ ¤®¡ ¢¨âì ¥ª®â®à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¬®¥â ¯® 3n− 2 ¯¨ áâà®¢. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® s < mr¨ áã¬¬ã s ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. Ǒà¨ íâ®¬ ¯à¨¤¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥áª®«ìª® ¬®¥â ¯® 3n−2 ¯¨ áâà®¢.�¡à ¢ ¢á¥ íâ¨ ¬®¥âë, ¬ë ¯®«ãç¨¬ à §«®�¨¬ãî áã¬¬ã, ¬¥ìèãî mr ¨ â®�¥ ¤ îéãî ®áâ â®ª r¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3n− 2. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬¨¨¬ «ì®áâ¨ mr.2) �¨á«  3kmod (3n−2) ¯à®¡¥£ îâ § ç¥¨ï {1, . . . , 3n−3} ¯à¨ k = 1, . . . , 3n−3. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬ ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ®¨ à §«¨çë. �á«¨ (3k − 3k′) ... (3n− 2), â® (k − k′) ... (3n− 2).� ª ª ª |k − k′| 6 3n− 3, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ k = k′.�ç¥¢¨¤®, çâ® áã¬¬ë, ªà âë¥ 3n− 2, ¢ë¯« â¨âì ¬®�®. �®£¤  ¢ á¨«ã 1) ®â¢¥â®¬ § ¤ ç¨ ¡ã¤¥âmax{m1, . . . ,m3n−3}−(3n−2). � ©¤¥¬  ¨¡®«ìè¥¥ ¨§ ç¨á¥«mr. Ǒãáâì r ∈ {1, . . . , 3n−3}. � ¬¥â¨¬,çâ® 6n− 1 = 2 (3n− 2) + 3, 6n+ 2 = 2 (3n− 2) + 6 ¨ 6n+ 5 = 2 (3n− 2) + 9.� á¨«ã 2) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ç¨á«® k ∈ {1, . . . , 3n − 3}, ¤«ï ª®â®à®£® 3kmod (3n − 2) = r.Ǒ®áª®«ìªã ®áâ âª¨ ¬®¥â ¯® ¬®¤ã«î 3n − 2 ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï 3, 6 ¨ 9,  ¬  ¤® ¯à¥¤áâ ¢¨âì3k ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¬¨¨¬ «ì®£® ª®«¨ç¥áâ¢  íâ¨å ç¨á¥«. �  à¥ «¨§ã¥âáï â ª: áª« ¤ë¢ ¥¬ ¤¥¢ïâª¨,¯®ª  ¥ ¯®«ãç¨âáï á ¬®¥ ¡®«ìè®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¥ 3k,   § â¥¬ ¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¤®¡ ¢«ï¥¬3 ¨«¨ 6. � íâ®© áã¬¬¥ ¡ã¤¥â [
k+23 ] á« £ ¥¬ëå. �®£¤ 

mr = 3k + [
k+23 ]

· 2 (3n− 2) 6 3 (3n− 3) + 2 (n− 1)(3n− 2) = 6n2 − n− 5,¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ k = 3n− 3. � ç¨â, ®â¢¥â®¬ ¢ § ¤ ç¥ ¡ã¤¥â(6n2 − n− 5)− (3n− 2) = 6n2 − 4n− 3. �



� à¨ â 71. �®�® «¨ ¢ â ¡«¨æ¥ 35× 35 à ááâ ¢¨âì à §«¨çë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  â ª, çâ®¡ë § ç¥¨ï ¢ ª«¥â-ª å, ¨¬¥îé¨å ®¡éãî áâ®à®ã, ®â«¨ç «¨áì ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   18?�â¢¥â: ¥â.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì m |  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® ¢ â ¡«¨æ¥. Ǒ¥à¥¬¥é ïáì ª �¤ë© à §   ®¤ã ª«¥âªã¢ £®à¨§®â «ì®¬ ¨«¨ ¢¥àâ¨ª «ì®¬  ¯à ¢«¥¨¨, ¬ë á¬®�¥¬ ¯®¯ áâì ¢ «î¡ãî ª«¥âªã â ¡«¨æë § ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ 34 · 2 = 68 è £®¢. Ǒ® ãá«®¢¨î   ª �¤®¬ è £¥ § ç¥¨¥ ¢ ª«¥âª¥ ¬®�¥â ã¢¥«¨ç¨âìáï¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   18. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ç¨á«  â ¡«¨æë «¥� â ¢ ¯à®¬¥�ãâª¥ [m,m+68 ·18℄. �â®â ¤¨ ¯ §®á®¤¥à�¨â 68 · 18 + 1 = 1225 ç¨á¥«, â® ¥áâì à®¢® áâ®«ìª®, áª®«ìª® ª«¥â®ª ¢ â ¡«¨æ¥. � ç¨â,â ¡«¨æ  § ¯®«¥  ¢ ¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥ ç¨á« ¬¨ ®â m ¤® m + 68 · 18. � ¬¥â¨¬, çâ® ¬¨¨¬ «ì®¥¨ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ç¨á«  à á¯®« £ îâáï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå ã£« å â ¡«¨æë. Ǒà¨ ¯¥à¥¬¥é¥¨¨ ®â¬¨¨¬ «ì®£® ç¨á«  ª ¬ ªá¨¬ «ì®¬ã ¯® ¬ àèàãâã, á®áâ®ïé¥¬ã ¨§ 68 è £®¢,  ¬ ã�® ª �¤ë©à § ã¢¥«¨ç¨¢ âì § ç¥¨¥ à®¢®   18. �® â ª¨å ¬ àèàãâ®¢ ¬®£®. � ¯à¨¬¥à, ¬ë ¬®�¥¬ ¯à®©â¨®â m ª m + 68 · 18 ç¥à¥§ «î¡ãî ¨§ ¤¢ãå ª«¥â®ª, £à ¨ç é¨å á m. � ç¨â, ¢ íâ¨å ª«¥âª å áâ®ïâ®¤¨ ª®¢ë¥ ç¨á« . �2. Ǒà¨ a, b, c > 0  ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï
A = a2(b+ c) + b2(c+ a) + c2(a+ b)

a3 + b3 + c3 − 2abc .�â¢¥â: 6.�¥è¥¨¥. Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨
a2(b+ c) + b2(c+ a) + c2(a+ b) = 13 ((a+ b+ c)3 − (a3 + b3 + c3 + 6abc)) 6 13 ((a+ b+ c)3 − 9abc).� ¬¥â¨¬, çâ®

a3 + b3 + c3 − 2abc > 19 (a+ b+ c)3 − 2abc = 19 ((a+ b+ c)3 − 18abc).Ǒ®«®�¨¬ t = (a+ b+ c)3
abc

. Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨ t > 27, ®âªã¤ 
A 6

3 ((a+ b+ c)3 − 9abc)(a+ b+ c)3 − 18abc = 3 (t− 9)
t− 18 = 3(1 + 9

t− 18) 6 6.� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c. �3. �ªàã�®áâ¨ ω1 ¨ ω2 á æ¥âà ¬¨ O1 ¨ O2 á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ A. �âà¥-§®ª O2A ¢â®à¨ç® ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã�®áâì ω1 ¢ â®çª¥ K,   ®âà¥§®ª O1A ¢â®à¨ç® ¯¥à¥á¥ª ¥â®ªàã�®áâì ω2 ¢ â®çª¥ L. Ǒàï¬ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã A ¯ à ««¥«ì® KL, ¢â®à¨ç®¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã�®áâ¨ ω1 ¨ ω2 ¢ â®çª å C ¨ D á®®â¢¥âáâ¢¥®. �âà¥§ª¨ CK ¨ DL ¯¥à¥á¥-ª îâáï ¢ â®çª¥ N . � ©¤¨â¥ ã£®« ¬¥�¤ã ¯àï¬ë¬¨ O1A ¨ O2N .�â¢¥â: 90◦.
O1 O2

A

L
KC

D

N

ω1 ω2

α



�¥è¥¨¥. �à¥ã£®«ì¨ª¨ O1AK ¨ O2AL à ¢®¡¥¤à¥ë¥ ¨ ¨¬¥îâ ®¡é¨© ã£®« ¯à¨ ®á®¢ ¨¨.� ç¨â, ¨å ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ à ¢ë. �¡®§ ç¨¬ ®¡é¥¥ § ç¥¨¥ íâ¨å ã£«®¢ ç¥à¥§ 2α. Ǒ®áª®«ìªã¢¯¨á ë© ã£®« ¢ ¤¢  à §  ¬¥ìè¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¥¬ã æ¥âà «ì®£® ã£« , á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®
∠ADL = ∠ACK = α. � ª ª ª KL ‖ CD, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ â ª�¥ ∠KLN = ∠LKN = α. �®£¤ 

∠LNK = 180◦ − 2∠KLN = 180◦ − 2α = 180◦ − ∠AO2L = 180◦ − ∠KO2L.Ǒ®íâ®¬ã ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª LNKO2 ¢¯¨á ë©, ®âªã¤ 
∠KO2N = ∠KLN = α = 12 ∠AO2L.� ç¨â, ¯àï¬ ï O2N | ¡¨áá¥ªâà¨á  ã£«  ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ¢ à ¢®¡¥¤à¥®¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥ AO2L,  ¯®â®¬ã ¨ ¢ëá®â . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯àï¬ë¥ O2N ¨ O1A ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë. �4. � ä ©«¥ § ¯¨á ® ¯®¤àï¤ 2021 ¤¢ã§ çëå ¯ïâ¥à¨çëå ç¨á¥«, ¯à¨ç¥¬ ç¨á«    ¥ç¥âëå ¯®-§¨æ¨ïå à ¢ë ¨   1 ¡®«ìè¥ ç¨á¥«   ç¥âëå ¯®§¨æ¨ïå. �®¬¯ìîâ¥à áç¨â « ¤ ë¥ ¨§ ä ©« ª ª ®¤® ¯ïâ¥à¨ç®¥ ç¨á«® ¨ à §«®�¨« ¥£®   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨. �ª § «®áì, çâ® â ª¨å¬®�¨â¥«¥© à®¢® ¤¢  ¨ ®¨ à §«¨ç îâáï   2. �®£«® «¨ â ª®¥ ¡ëâì?�â¢¥â: ¥â.�¥è¥¨¥. �®£®¢®à¨¬áï ¯¨á âì ¯ïâ¥à¨çë¥ ç¨á«  ¢ áª®¡ª å, çâ®¡ë ®â«¨ç âì ¨å ®â ¤¥áïâ¨çëå.Ǒãáâì x| áç¨â ®¥ ç¨á«®, u ¨ v | ¥£® ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨, v = u+2. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«® x+1 ç¥â®¨ à ¢® (

u+v2 )2, â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬. � ç áâ®áâ¨, x+1 ªà â® 4. �ã¤¥¬ ¯¨á âì x,
u, v ¢ ¯ïâ¥à¨ç®© á¨áâ¥¬¥. �¨á«  u ¨ v ®ª ç¨¢ îâáï ¥   0, ¨ ç¥ ®¤® ¨§ ¨å à ¢® 5 ¨ x 6 35.Ǒ®íâ®¬ã ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ¯ àë ¯®á«¥¤¨å æ¨äà u ¨ v | (1, 3), (2, 4), (4, 1). � ç¨â, x ®ª ç¨¢ ¥âáï  3 ¨«¨ 4. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï.1) x ®ª ç¨¢ ¥âáï   4. �®£¤  x+1 ®ª ç¨¢ ¥âáï   0, ®âªã¤  (x+1) ... 25. � ç¨â, ¯®á«¥¤¨¬¨æ¨äà ¬¨ x+ 1 ¡ã¤ãâ (00),   x ®ª ç¨¢ ¥âáï   (44). Ǒ®íâ®¬ã

x = (44 4344 . . . 4344 4344) ¨ x+ 1 = (44 4344 . . . 4344 4400).� § ¯¨áì x+1 ¢å®¤¨â 2021−32 = 1009 âà®¥ª. �®£¤  (x+1)mod 4 = 1009 ·3mod 4 6= 0, çâ® ¥¢®§¬®�®.2) x ®ª ç¨¢ ¥âáï   3. Ǒãáâì a| ¯à¥¤¯®á«¥¤ïï æ¨äà  x. �®£¤  ¢ ¯ïâ¥à¨çãî § ¯¨áì x æ¨äà 
a ¢å®¤¨â 2021 à §, ¤¢®©ª  ¨ âà®©ª  | 1010 ¨ 1011 à § á®®â¢¥âáâ¢¥®. Ǒ®íâ®¬ã0 = (x + 1)mod 4 = (2021a+ 1010 · 5 + 3 + 1)mod 4 = (a+ 2)mod 4,®âªã¤  a = 2 ¨ x = (23 2223 . . . 2223). Ǒ® ¯à¨§ ªã ¤¥«¨¬®áâ¨   6 ¢ ¯ïâ¥à¨ç®© á¨áâ¥¬¥

xmod 6 = (1010 · (3− 2 + 2− 2) + 3− 2)mod 6 = 1011mod 6 = 3.� ª¨¬ ®¡à §®¬, x ... 3, çâ® ¥¢®§¬®�®. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 5n, 5n−1 · 7, 5n−2 · 72,5n−3 · 73, . . . , 5 · 7n−1, 7n ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª,¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥  «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?�â¢¥â: 2 · 7n+1 − 3 · 5n+1.�¥è¥¨¥. � âãà «ì®¥ ç¨á«® s  §®¢¥¬ n-à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¬®�® ¢ë¯« â¨âì ¬®¥-â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 5n, 5n−1 ·7, . . . , 7n ¯¨ áâà®¢, ¨ n-¥à §«®�¨¬ë¬ ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. Ǒà¨ n = 1¤®áâã¯ë â®«ìª® ¬®¥âë ¯® 5 ¨ 7 ¯¨ áâà®¢. �á«¨ s > 28, â®  ©¤¥âáï â ª®¥ r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, çâ®(s−7r) ... 5. �®£¤  s ¨¬¥¥â ¢¨¤ 7r+5k, â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï 1-à §«®�¨¬ë¬. �ç¥¢¨¤® â ª�¥, çâ® ç¨á« 



27, 26, 25, 24 ¡ã¤ãâ 1-à §«®�¨¬ë¬¨,   23 | ¥â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ ªá¨¬ «ìë¬ 1-¥à §«®�¨¬ë¬ç¨á«®¬ ï¢«ï¥âáï 23 = 2 · 72 − 3 · 52.�®ª �¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ç¨á«® 2·7n+1−3·5n+1 ¡ã¤¥â n-¥à §«®�¨¬ë¬. �¤¥« ¥¬íâ® ¯® ¨¤ãªæ¨¨. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒãáâì ¤«ï n− 1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®. �®¯ãáâ¨¬,çâ® ç¨á«® s = 2 · 7n+1 − 3 · 5n+1 ®ª § «®áì n-à §«®�¨¬ë¬. �á«¨ ¢ áã¬¬ã s ¢å®¤¨â m ¬®¥â ¯® 7n¯¨ áâà®¢, â® m < 14 ¨ (2 · 7n+1 −m · 7n) ... 5, ®âªã¤  m = 4 ¨«¨ m = 9. � ©¤ãâáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥æ¥«ë¥ ç¨á«  k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå
s = m · 7n + k1 · 7n−1 · 5 + . . .+ kn · 5n.�®£¤ 

k1 · 7n−1 + k2 · 7n−2 · 5 + . . .+ kn · 5n−1 = s−m · 7n5 .Ǒà ¢ ï ç áâì à ¢  2 · 7n − 3 · 5n ¨«¨ 7n − 3 · 5n. �® ®¡  íâ¨å ç¨á«  (n − 1)-¥à §«®�¨¬ë: ¯¥à-¢®¥ | ¯® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, ¢â®à®¥ | ¯®áª®«ìªã ¨§ ¥£® ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¯¥à¢®¥¤®¡ ¢«¥¨¥¬ 7 · 7n−1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ s > 2 · 7n+1 − 3 · 5n+1, â® ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �®¢ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤«ï n−1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥á¯à ¢¥¤«¨¢®. �ë¡¥à¥¬ r ∈ {0, 1, 2, 3, 4} â ª, çâ®¡ë s− r · 7n ¤¥«¨«®áì   5. Ǒ®«®�¨¬ N = s− r · 7n5 .�®£¤ 
N >

2 · 7n+1 − 3 · 5n+1 − r · 7n5 = (14− r) 7n − 3 · 5n+15 >
10 · 7n − 15 · 5n5 = 2 · 7n − 3 · 5n,¨ ¯® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î N ¡ã¤¥â (n − 1)-à §«®�¨¬ë¬. � ç¨â,  ©¤ãâáï ¥®âà¨æ -â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå

N = k1 · 7n−1 + k2 · 7n−2 · 5 + . . .+ kn · 5n−1, â® ¥áâì s = r · 7n + k1 · 7n−1 · 5 + . . .+ kn · 5n.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �



� à¨ â 81. �®�® «¨ ¢ â ¡«¨æ¥ 25× 41 à ááâ ¢¨âì à §«¨çë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  â ª, çâ®¡ë ç¨á« , áâ®ïé¨¥ ¢ª«¥âª å, ¨¬¥îé¨å ®¡éãî áâ®à®ã, ®â«¨ç «¨áì ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   16?�â¢¥â: ¥â.�¥è¥¨¥. Ǒãáâì m |  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® ¢ â ¡«¨æ¥. Ǒ¥à¥¬¥é ïáì ª �¤ë© à §   ®¤ã ª«¥âªã¢ £®à¨§®â «ì®¬ ¨«¨ ¢¥àâ¨ª «ì®¬  ¯à ¢«¥¨¨, ¬ë á¬®�¥¬ ¯®¯ áâì ¢ «î¡ãî ª«¥âªã â ¡«¨æë § ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ 24+40 = 64 è £®¢. Ǒ® ãá«®¢¨î   ª �¤®¬ è £¥ § ç¥¨¥ ¢ ª«¥âª¥ ¬®�¥â ã¢¥«¨ç¨âìáï¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   16. Ǒ®íâ®¬ã ¢á¥ ç¨á«  â ¡«¨æë «¥� â ¢ ¯à®¬¥�ãâª¥ [m,m+64 ·16℄. �â®â ¤¨ ¯ §®á®¤¥à�¨â 64 · 16 + 1 = 1025 ç¨á¥«, â® ¥áâì à®¢® áâ®«ìª®, áª®«ìª® ª«¥â®ª ¢ â ¡«¨æ¥. � ç¨â,â ¡«¨æ  § ¯®«¥  ¢ ¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥ ç¨á« ¬¨ ®â m ¤® m + 64 · 16. � ¬¥â¨¬, çâ® ¬¨¨¬ «ì®¥¨ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ç¨á«  à á¯®« £ îâáï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�ëå ã£« å â ¡«¨æë. Ǒà¨ ¯¥à¥¬¥é¥¨¨ ®â¬¨¨¬ «ì®£® ç¨á«  ª ¬ ªá¨¬ «ì®¬ã ¯® ¬ àèàãâã, á®áâ®ïé¥¬ã ¨§ 64 è £®¢,  ¬ ã�® ª �¤ë©à § ã¢¥«¨ç¨¢ âì § ç¥¨¥ à®¢®   16. �® â ª¨å ¬ àèàãâ®¢ ¬®£®. � ¯à¨¬¥à, ¬ë ¬®�¥¬ ¯à®©â¨®â m ª m + 64 · 16 ç¥à¥§ «î¡ãî ¨§ ¤¢ãå ª«¥â®ª, £à ¨ç é¨å á m. � ç¨â, ¢ íâ¨å ª«¥âª å áâ®ïâ®¤¨ ª®¢ë¥ ç¨á« . �2. Ǒà¨ a, b, c > 0  ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï
A = a3(b+ c) + b3(c+ a) + c3(a+ b)(a+ b+ c)4 − 79 (abc)4/3 .�â¢¥â: 3.�¥è¥¨¥. Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨

a3(b+c)+b3(c+a)+c3(a+b) = (a+b+c)(a3+b3+c3)−(
a4+b4+c4) 6 (a+b+c)(a3+b3+c3)−3 (abc)4/3.� ¬¥â¨¬, çâ® (a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 6abc+B, £¤¥

B = 3 (a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2) > 18 6√
a6b6c6 = 18abc(¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì ¥à ¢¥áâ¢®¬ �®è¨). �®£¤  a3 + b3 + c3 6 (a+ b+ c)3 − 24abc ¨(a+b+c)(a3+b3+c3)−3 (abc)4/3 6 (a+b+c)4−24abc (a+b+c)−3 (abc)4/3 6 (a+b+c)4−75 (abc)4/3.Ǒ®«®�¨¬ t = (a+ b+ c)4(abc)4/3 . Ǒ® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨ t > 81, ®âªã¤ 

A 6
(a+ b+ c)4 − 75 (abc)4/3(a+ b+ c)4 − 79 (abc)4/3 = t− 75

t− 79 = 1 + 4
t− 79 6 3.� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ a = b = c. �3. �ªàã�®áâ¨ ω1 ¨ ω2 á æ¥âà ¬¨ O1 ¨ O2 á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ B. Ǒà®¤®«-�¥¨¥ ®âà¥§ª  O2B §  â®çªã B ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã�®áâì ω1 ¢ â®çª¥ K,   ¯à®¤®«�¥¨¥ ®âà¥§ª 

O1B §  â®çªã B ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã�®áâì ω2 ¢ â®çª¥ L. Ǒàï¬ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã B¯ à ««¥«ì® KL, ¢â®à¨ç® ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã�®áâ¨ ω1 ¨ ω2 ¢ â®çª å A ¨ C á®®â¢¥âáâ¢¥®.�ãç¨ AK ¨ CL ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ N . � ©¤¨â¥ ã£®« ¬¥�¤ã ¯àï¬ë¬¨ O1N ¨ O2B.�â¢¥â: 90◦.



O1 O2

B

L

K

A

C

N

ω1
ω2

α

�¥è¥¨¥. � ª ª ª ∠O1BK = ∠O2BL, à ¢®¡¥¤à¥ë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ O1BK ¨ O2BL ¯®¤®¡ë.� ç¨â, ¨å ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ à ¢ë. �¡®§ ç¨¬ ®¡é¥¥ § ç¥¨¥ íâ¨å ã£«®¢ ç¥à¥§ 2α. Ǒ®áª®«ìªã¢¯¨á ë© ã£®« ¢ ¤¢  à §  ¬¥ìè¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¥¬ã æ¥âà «ì®£® ã£« , á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®
∠BCL = ∠BAK = α. � ª ª ª KL ‖ AC, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ â ª�¥ ∠KLN = ∠LKN = α. �®£¤ 

∠LNK = 180◦ − 2∠LKN = 180◦ − 2α = 180◦ − ∠BO1K = 180◦ − ∠LO1K.Ǒ®íâ®¬ã ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª LNKO1 ¢¯¨á ë©, ®âªã¤ 
∠LO1N = ∠LKN = α = 12 ∠BO1K.� ç¨â, ¯àï¬ ï O1N | ¡¨áá¥ªâà¨á  ã£«  ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ¢ à ¢®¡¥¤à¥®¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥ BO1K,  ¯®â®¬ã ¨ ¢ëá®â . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯àï¬ë¥ O1N ¨ O2B ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë. �4. � ä ©«¥ § ¯¨á ® ¯®¤àï¤ 2023 ¤¢ã§ çëå ¯ïâ¥à¨çëå ç¨á¥«, ¯à¨ç¥¬ ç¨á«    ¥ç¥âëå ¯®-§¨æ¨ïå à ¢ë ¨   1 ¡®«ìè¥ ç¨á¥«   ç¥âëå ¯®§¨æ¨ïå. �®¬¯ìîâ¥à áç¨â « ¤ ë¥ ¨§ ä ©« ª ª ®¤® ¯ïâ¥à¨ç®¥ ç¨á«® ¨ à §«®�¨« ¥£®   ¯à®áâë¥ ¬®�¨â¥«¨. �ª § «®áì, çâ® â ª¨å¬®�¨â¥«¥© à®¢® ¤¢  ¨ ®¨ à §«¨ç îâáï   2. �®£«® «¨ â ª®¥ ¡ëâì?�â¢¥â: ¥â.�¥è¥¨¥. �®£®¢®à¨¬áï ¯¨á âì ¯ïâ¥à¨çë¥ ç¨á«  ¢ áª®¡ª å, çâ®¡ë ®â«¨ç âì ¨å ®â ¤¥áïâ¨çëå.Ǒãáâì x| áç¨â ®¥ ç¨á«®, u ¨ v | ¥£® ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨, v = u+2. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«® x+1 ç¥â®¨ à ¢® (

u+v2 )2, â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬. � ç áâ®áâ¨, x+1 ªà â® 4. �ã¤¥¬ ¯¨á âì x,
u, v ¢ ¯ïâ¥à¨ç®© á¨áâ¥¬¥. �¨á«  u ¨ v ®ª ç¨¢ îâáï ¥   0, ¨ ç¥ ®¤® ¨§ ¨å à ¢® 5 ¨ x 6 35.Ǒ®íâ®¬ã ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ¯ àë ¯®á«¥¤¨å æ¨äà u ¨ v | (1, 3), (2, 4), (4, 1). � ç¨â, x ®ª ç¨¢ ¥âáï  3 ¨«¨ 4. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï.1) x ®ª ç¨¢ ¥âáï   4. �®£¤  x+1 ®ª ç¨¢ ¥âáï   0, ®âªã¤  (x+1) ... 25. � ç¨â, ¯®á«¥¤¨¬¨æ¨äà ¬¨ x+ 1 ¡ã¤ãâ (00),   x ®ª ç¨¢ ¥âáï   (44). Ǒ®íâ®¬ã

x = (44 4344 . . . 4344 4344) ¨ x+ 1 = (44 4344 . . . 4344 4400).� § ¯¨áì x+1 ¢å®¤¨â 2023−32 = 1010 âà®¥ª. �®£¤  (x+1)mod 4 = 1010 ·3mod 4 6= 0, çâ® ¥¢®§¬®�®.2) x ®ª ç¨¢ ¥âáï   3. Ǒãáâì a| ¯à¥¤¯®á«¥¤ïï æ¨äà  x. �®£¤  ¢ ¯ïâ¥à¨çãî § ¯¨áì x æ¨äà 
a ¢å®¤¨â 2023 à § , ¤¢®©ª  ¨ âà®©ª  | 1011 ¨ 1012 à § á®®â¢¥âáâ¢¥®. Ǒ®íâ®¬ã0 = (x+ 1)mod 4 = (2023a+ 1011 · 5 + 3 + 1)mod 4 = (3a+ 3)mod 4,®âªã¤  a = 3 ¨ x = (33 3233 . . . 3233). Ǒ® ¯à¨§ ªã ¤¥«¨¬®áâ¨   6 ¢ ¯ïâ¥à¨ç®© á¨áâ¥¬¥

xmod 6 = 1011 · (3− 3 + 2− 3)mod 6 = (−1011)mod 6 = 3.



� ª¨¬ ®¡à §®¬, x ... 3, çâ® ¥¢®§¬®�®. �5. � áâà ¥ �¨¬®¨¨ ¢ ®¡à é¥¨¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬®¥âë ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 3n, 3n−1 · 4, 3n−2 · 42,3n−3 · 43, . . . , 3 · 4n−1, 4n ¯¨ áâà®¢, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �¨â¥«ì áâà ë § è¥« ¢ ¡ ª,¥ ¨¬¥ï ¯à¨ á¥¡¥  «¨çëå ¤¥¥£. � ªãî  ¨¡®«ìèãî áã¬¬ã ¥¬ã ¥ á¬®£ãâ ¢ë¤ âì ¢ ¡ ª¥?�â¢¥â: 2 · 4n+1 − 3n+2.�¥è¥¨¥. � âãà «ì®¥ ç¨á«® s  §®¢¥¬ n-à §«®�¨¬ë¬, ¥á«¨ áã¬¬ã s ¬®�® ¢ë¯« â¨âì ¬®-¥â ¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢®¬ 3n, 3n−1 · 4, . . . , 4n ¯¨ áâà®¢, ¨ n-¥à §«®�¨¬ë¬ ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. Ǒà¨
n = 1 ¤®áâã¯ë â®«ìª® ¬®¥âë ¯® 3 ¨ 4 ¯¨ áâà . �á«¨ s > 8, â®  ©¤¥âáï â ª®¥ r ∈ {0, 1, 2}, çâ®(s−4r) ... 5. �®£¤  s ¨¬¥¥â ¢¨¤ 4r+3k, â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï 1-à §«®�¨¬ë¬. �ç¥¢¨¤® â ª�¥, çâ® ç¨á« 7 ¨ 6 ¡ã¤ãâ 1-à §«®�¨¬ë¬¨,   5 | ¥â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ ªá¨¬ «ìë¬ 1-¥à §«®�¨¬ë¬ ç¨á«®¬ï¢«ï¥âáï 5 = 2 · 42 − 33.�®ª �¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ç¨á«® 2 · 4n+1− 3n+2 ¡ã¤¥â n-¥à §«®�¨¬ë¬. �¤¥« ¥¬íâ® ¯® ¨¤ãªæ¨¨. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒãáâì ¤«ï n− 1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®. �®¯ãáâ¨¬,çâ® ç¨á«® s = 2 · 4n+1 − 3n+2 ®ª § «®áì n-à §«®�¨¬ë¬. �á«¨ ¢ áã¬¬ã s ¢å®¤¨â m ¬®¥â ¯® 4n¯¨ áâà®¢, â® m < 8 ¨ (2 · 4n+1 −m · 4n) ... 3, ®âªã¤  m = 2 ¨«¨ m = 5. � ©¤ãâáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥æ¥«ë¥ ç¨á«  k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå

s = m · 4n + k1 · 4n−1 · 3 + . . .+ kn · 3n.�®£¤ 
k1 · 4n−1 + k2 · 4n−2 · 3 + . . .+ kn · 3n−1 = s−m · 4n3 .Ǒà ¢ ï ç áâì à ¢  2 · 4n − 3n+1 ¨«¨ 4n − 3n+1. �® ®¡  íâ¨å ç¨á«  (n − 1)-¥à §«®�¨¬ë: ¯¥à-¢®¥ | ¯® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, ¢â®à®¥ | ¯®áª®«ìªã ¨§ ¥£® ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¯¥à¢®¥¤®¡ ¢«¥¨¥¬ 4 · 4n−1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.�®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ s > 2 · 4n+1 − 3n+2, â® ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �®¢  ¢®á-¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. � §ã ¬ë ã�¥ ¯à®¢¥à¨«¨. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤«ï n − 1 ãâ¢¥à�¤¥¨¥á¯à ¢¥¤«¨¢®. �ë¡¥à¥¬ r ∈ {0, 1, 2} â ª, çâ®¡ë s − r · 4n ¤¥«¨«®áì   3. Ǒ®«®�¨¬ N = s− r · 4n3 .�®£¤ 

N >
2 · 4n+1 − 3n+2 − r · 4n3 = (8− r) 4n − 3n+23 >

6 · 4n − 3 · 3n+13 = 2 · 4n − 3n+1,¨ ¯® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î N ¡ã¤¥â (n − 1)-à §«®�¨¬ë¬. � ç¨â,  ©¤ãâáï ¥®âà¨æ -â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  k1, . . . , kn, ¤«ï ª®â®àëå
N = k1 · 4n−1 + k2 · 4n−2 · 3 + . . .+ kn · 3n−1, â® ¥áâì s = r · 4n + k1 · 4n−1 · 3 + . . .+ kn · 3n.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® s ï¢«ï¥âáï n-à §«®�¨¬ë¬. �
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9 класс. Первый вариант

1. Докажите, что для любых вещественных чисел a и b уравнение

(a2 − b2)x2 + 2(a3 − b3)x+ (a4 − b4) = 0

имеет решение.
Решение. Если a = b, то любой x является решением уравнения. Если a 6= b, то нам

нужно доказать, что квадратный трехчлен имеет корень. Для этого достаточно проверить,
что его дискриминант неотрицателен. Дискриминант, деленный на 4, равен

(a3 − b3)2 − (a2 − b2)(a4 − b4) = a4b2 + a2b4 − 2a3b3 = a2b2(a− b)2,

что всегда не меньше нуля.

2. На острове живут лжецы и рыцари. Рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда
лгут. Каждый житель острова про каждого из остальных знает рыцарь он или лжец. Как-
то раз встретились 19 островитян. Трое из них сказали: «Ровно трое из нас лжецы», затем
шестеро из остальных сказали: «Ровно шестеро из нас лжецы», наконец, девять из остав-
шихся сказали: «Ровно девять из нас лжецы». Сколько лжецов было среди встретившихся?
Приведите все возможные варианты и докажите, что других нет.

Ответ: 9, 18 или 19.
Решение. Пусть третья фраза верна. Тогда все говорившие ее — рыцари, и лжецов

должно быть ровно девять. Поэтому все говорившие остальные фразы — лжецы. Их де-
вять, а значит, промолчавший — рыцарь, и такая ситуация возможна. Пусть третья фраза
неверна. Тогда говорившие ее — лжецы, и лжецов не менее девяти. Поэтому в первых двух
группах тоже лгут. Следовательно, лжецов не менее 18. Последний же может быть кем
угодно.

3. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют условию a6+b6+c6+d6 = 64. Найдите
наибольшее значение выражения a7 + b7 + c7 + d7.

Ответ: 128
Решение. По условию a6 6 a6+b6+c6+d6 = 64, поэтому a 6 2. Аналогично получаем,

что b 6 2, c 6 2 и d 6 2. Следовательно,

a7 + b7 + c7 + d7 = a · a6 + b · b6 + c · c6 + d · d6 6 2(a6 + b6 + c6 + d6) = 2 · 64 = 128.

Равенство достигается, когда a = 2, b = c = d = 0. Поэтому a7+ b7+ c7+d7 не превосходит
128 и может ему равняться.
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4. На стороне BC треугольника ABC отмечена точка K. К описанной окружности
треугольника AKC проведена касательная `1, параллельная прямой AB и ближайшая
к ней. Она коснулась окружности в точке L. Прямая AL пересекла описанную окруж-
ность треугольника ABK в точке M (M 6= A). К этой окружности в точке M проведена
касательная `2. Докажите, что прямые BK, `1 и `2 пересекаются в одной точке.

K

A

B

C

L

M

N

`1

`2

Решение. Пусть N — точка пересечения прямых BC и `1. Если мы докажем, что NM
— касательная к описанной окружности треугольника ABK, то точка N будет лежать на
прямой `2, а значит, прямые BK, `1 и `2 пересекаются в одной точке.

Поскольку прямые AB и LN параллельны, а четырехугольник AMBK вписанный,
∠LNK = ∠ABK = ∠AMK. Следовательно, четырехугольник KLMN вписанный и, зна-
чит, ∠MNK = ∠ALK. Четырехугольник AMBK вписанный, поэтому ∠MBN = ∠MAK.
Следовательно, ∠AKL = ∠BMN . Поскольку угол между касательной и секущей равен
вписанному углу, опирающемуся на дугу, которую стягивает секущая, ∠AKL = ∠MLN .
Таким образом, ∠BMN = ∠AKL = ∠MLN = ∠BAM (последнее — из параллельности
прямых AB и LN). Стало быть, NM — касательная к описанной окружности треуголь-
ника ABK.

5. Дана клетчатая доска 2020 × 2021. Петя и Вася играют в следующую игру. Они
по очереди ставят фишки в свободные клетки доски. Выигрывает тот игрок, после хода
которого в каждом квадрате 4 × 4 будет стоять фишка. Начинает Петя. Кто из игроков
может обеспечить себе победу вне зависимости от действий соперника?

Ответ: Вася
Решение. Вася должен ходить так, чтобы Петя не смог выиграть следующим ходом.

Покажем, что он всегда сможет этого добиться. Если на доске есть пара непересекающихся
пустых квадратов 4× 4, Петя должен поставить фишку так, чтобы они остались и после
его хода. Если такой ход невозможен, то на доске свободно всего два непересекающихся
пустых квадрата 4 × 4, а остальные клетки заняты фишками. Следовательно, на доску
поставлено 2020 · 2021 − 32 фишек. Их четное число и, значит, сейчас ход Пети. Если
же любые два пустых квадрата 4 × 4 пересекаются, то найдется клетка, общая для всех
квадратов. Тогда Вася поставит фишку в эту клетку и выиграет.
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6. Найдите все пары такие простых чисел p и q, что p2 +5pq+4q2 является квадратом
натурального числа.

Ответ: (13, 3), (7, 5), (5, 11)
Решение. Пусть p2 + 5pq + 4q2 = n2 для некоторого натурального n. Тогда

pq = n2 − (p+ 2q)2 = (n− p− 2q)(n+ p+ 2q).

Левая часть раскладывается в произведение двух чисел, одно из которых целое, а другое
натуральное, четырьмя способами: pq ·1, p · q, q ·p и 1 ·pq. Число n+p+2q больше и p, и q,
поэтому первые три случая невозможны. Стало быть, n−p−2q = 1 и n+p+2q = pq. Таким
образом, 2p+ 4q = pq − 1. Следовательно, (p− 4)(q − 2) = 9 и, значит, p− 4 = ±1,±3,±9.
Тогда p = 4 ± 1, 4 ± 3 или 4 ± 9. Из них простыми числами будут только 3, 5, 7 и 13.
Соответствующими им q будут −7, 11, 5 и 3. Поэтому первый вариант не подходит, а
остальные подходят.
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9 класс. Второй вариант

1. Докажите, что для любых вещественных чисел a и b уравнение

(a6 − b6)x2 + 2(a5 − b5)x+ (a4 − b4) = 0

имеет решение.
Решение. Если a = b, то любой x является решением уравнения. Если a 6= b, то нам

нужно доказать, что квадратный трехчлен имеет корень. Для этого достаточно проверить,
что его дискриминант неотрицателен. Дискриминант, деленный на 4, равен

(a5 − b5)2 − (a4 − b4)(a6 − b6) = a6b4 + a4b6 − 2a5b5 = a4b4(a− b)2,

что всегда не меньше нуля.

2. На острове живут лжецы и рыцари. Рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда
лгут. Каждый житель острова про каждого из остальных знает рыцарь он или лжец.
Как-то раз встретились 28 островитян. Двое из них сказали: «Ровно двое из нас лжецы»,
затем четверо из остальных сказали: «Ровно четверо из нас лжецы», потом восемь из
оставшихся сказали: «Ровно восемь из нас лжецы», наконец, все оставшиеся 14 сказали:
«Ровно 14 из нас лжецы». Сколько лжецов было среди встретившихся? Приведите все
возможные варианты и докажите, что других нет.

Ответ: 14 или 28.
Решение. Пусть последняя фраза верна. Тогда все говорившие ее — рыцари, и лжецов

должно быть ровно 14. Поэтому все говорившие остальные фразы — лжецы и такая ситу-
ация возможна. Пусть последняя фраза неверна. Тогда говорившие ее — лжецы и лжецов
не менее 14. Поэтому первые три фразы неверны и, значит, в первых трех группах тоже
лгут. Поэтому все встретившиеся — лжецы.

3. Сумма неотрицательных чисел a, b и c равна 3. Найдите наибольшее значение вы-
ражения ab+ bc+ 2ca.

Ответ: 9
2

Первое решение. По условию

9 = (a+ b+ c)2 = 2(ab+ bc+ ca) + a2 + b2 + c2 > 2(ab+ bc+ ca) + b2 +2ca > 2(ab+ bc+2ca).

Равенство достигается, когда b = 0 и a = c = 3
2
. Поэтому наибольшим значением будет 9

2
.

Второе решение. Заметим, что

ab+ bc+ 2ca = (a+ c)(3− a− c) + 2ca = 3a+ 3c− a2 − c2 =
9

2
−
(
a− 3

2

)2
−
(
c− 3

2

)2
6

9

2
,

и равенство достигается, когда a = c = 3
2
. Поэтому наибольшим значением будет 9

2
.
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4. Окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках K и L. Прямая ` пересекает окружность
ω1 в точках A и C, а окружность ω2 — в точках B и D, причем точки идут на прямой `
в алфавитном порядке. Обозначим через P и Q соответственно проекции точек B и C на
прямую KL. Докажите, что прямые AP и DQ параллельны.

K

L

A

D

B

C

P

Q

M

`

Решение. Обозначим точку пересечения прямых KL и AD через M . Из вписанно-
сти четырехугольника BKDL заключаем, что ∠BKL = ∠BDL. Поэтому треугольники
BKM и LDM подобны и, значит, BM

KM
= LM

DM
. Из вписанности четырехугольника AKCL

заключаем, что ∠CAK = ∠CLK. Поэтому треугольники AKM и LCM подобны и, зна-
чит, AM

KM
= LM

CM
. Таким образом, AM

BM
= DM

CM
. Поскольку прямые BP и CQ перпендикулярны

прямой KL, треугольники BPM и CQM подобны и, значит, BM
CM

= PM
QM

. Следовательно,
PM
QM

= BM
CM

= AM
DM

. Стало быть, треугольники APM и DQM подобны по углам и отношению
сторон. Тогда ∠APM = ∠DQM и, значит, прямые AP и DQ параллельны.

5. Дана клетчатая доска 2021 × 2021. Петя и Вася играют в следующую игру. Они
по очереди ставят фишки в свободные клетки доски. Выигрывает тот игрок, после хода
которого в каждом прямоугольнике 3×5 и 5×3 будет стоять фишка. Начинает Петя. Кто
из игроков может обеспечить себе победу вне зависимости от действий соперника?

Ответ: Петя
Решение. Петя должен ходить так, чтобы Вася не смог выиграть следующим ходом.

Покажем, что он всегда сможет этого добиться. Если на доске есть пара непересекающих-
ся пустых прямоугольников 3×5, Петя должен поставить фишку так, чтобы они остались
и после его хода. Если такой ход невозможен, то на доске свободно всего два непересекаю-
щихся пустых прямоугольника 3×5, а остальные клетки заняты фишками. Следовательно,
на доску поставлено 20212−30 фишек. Их нечетное число и, значит, сейчас ход Васи. Если
же любые два пустых прямоугольника 3× 5 пересекаются, то найдется клетка, общая для
всех квадратов. Тогда Петя поставит фишку в эту клетку и выиграет.
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6. Найдите все такие натуральные числа n, что число 2n + n2 + 25 является кубом
простого числа.

Ответ: n = 6

Решение. Пусть 2n + n2 + 25 = p3 для некоторого простого числа p. Поскольку p > 3,
p — нечетное простое число. Тогда n — четное число, и 2n дает остаток 1 при делении
на три. Если n не делится на три, то n2 дает остаток 1 при делении на три, а тогда
2n + n2 + 25 кратно трем, что невозможно. Таким образом, n делится на шесть и можно
записать n = 6k. Следовательно, 2n + n2 + 25 = 64k + 36k2 + 25 > (4k)3. Поэтому

64k + 36k2 + 25 > (4k + 1)3 = 64k + 3 · 16k + 3 · 4k + 1.

Если k > 2, то 3 · 4k > 25 и 3 · 16k > 36k2 (последнее вытекает, например, из легко
проверяемого по индукции неравенства 4k > 6k). Таким образом, k = 1 и n = 6. Осталось
убедиться, что такое n подходит: 26 + 62 + 25 = 125 = 53.
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9 класс. Третий вариант

1. Найдите все такие значения a, для которых квадратные трехчлены x2 + 2x + a и
x2 + ax + 2 = 0 имеют по два корня, причем сумма квадратов корней первого трехчлена
равна сумме квадратов корней второго трехчлена.

Ответ: a = −4
Решение. Если x1 и x2 — корни трехчлена x2 + px+ q, то по теореме Виета

x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = p2 − 2q.

Следовательно, нужно найти такие числа a, для которых 22−2a = a2−2·2. Таким образом,
надо решить уравнение a2 + 2a − 8 = 0. Его корнями являются a = −4 и a = 2. Первый
вариант подходит, а второй вариант не подходит, поскольку трехчлен x2+2x+2 не имеет
корней.

2. Каждый из островитян либо рыцарь, который всегда говорит правду, либо лжец, ко-
торый всегда лжёт (и те, и другие на острове есть). Каждый житель острова про каждого
знает рыцарь он или лжец. Часть жителей острова заявила, что на острове проживает чет-
ное число рыцарей, а все оставшиеся жители заявили, что на острове проживает нечетное
число лжецов. Может ли на острове быть ровно 2021 житель?

Ответ: нет
Решение. Поскольку 2021 — нечетное число, на острове либо нечетное число рыцарей

и четное число лжецов, либо нечетное число лжецов и четное число рыцарей. Первый
случай невозможен, поскольку оба заявления ложны и, значит, никакой рыцарь не мог
сделать ни первое, ни второе заявление. Во втором случае оба заявления истины, поэтому
никакой лжец не мог сделать ни первое, ни второе заявление.

3. Для произвольных вещественных чисел a и b (b 6= 0) найдите наименьшее значение
выражения a2 + b2 + a

b
+ 1

b2
.

Ответ:
√
3

Решение. Поскольку

a2 + b2 +
a

b
+

1

b2
=
(
a+

1

2b

)2
+ b2 +

3

4b2
> b2 +

3

4b2
> 2

√
b2 · 3

4b2
=
√
3,

выражение a2 + b2 + a
b
+ 1

b2
всегда не меньше

√
3. Равенство достигается, если a+ 1

2b
= 0 и

b2 = 3
4b2

, т. е. когда b =
4√3√
2
и a = − 1

4√3
√
2
.
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4. Точки B1 и C1 — середины сторон AC и AB треугольника ABC. На сторонах AB и
AC как на диаметрах построены окружности ω1 и ω2. Обозначим за D точку пересечения
прямой B1C1 с окружностью ω1, лежащую по другую сторону от C относительно прямой
AB. Обозначим за E точку пересечения прямой B1C1 с окружностью ω2, лежащую по
другую сторону от B относительно прямой AC. Прямые BD и CE пересекаются в точке
K. Докажите, что прямая BC проходит через точку пересечения высот треугольника
KDE.

AB

C

C1

B1

D

E

K

M
L

ω1

ω2

Решение. Пусть M — середина отрезка DE, а прямые AM и BC пересекаются в точке
L. Поскольку B1C1 — средняя линия треугольника ABC, прямые B1C1 и BC параллельны.
Значит, B1M — средняя линия треугольника ACL и, в частности, M — середина отрезка
AL. Тогда диагонали четырехугольника ADLE делятся своей точкой пересечения попо-
лам, поэтому ADLE является параллелограммом. Следовательно, AD ‖ LE и AE ‖ DL.
Поскольку угол ∠AEC опирается на диаметр окружности ω2, прямые AE и KE перпен-
дикулярны, а, значит, прямые DL и KE также перпендикулярны. Аналогично AD ⊥ KD
и, значит, EL ⊥ KD. Таким образом, L — ортоцентр треугольника KDE.

5. На центральной клетке доски 11×11 стоит фишка. Петя и Вася играют в следующую
игру. Каждым своим ходом Петя передвигает фишку на одну клетку по вертикали или
горизонтали. Каждый своим ходом Вася возводит стенку с одной из сторон любой из
клеток. Двигать фишку через стенку Петя не может. Игроки ходят по очереди, начинает
Петя. Петя выигрывает, если сможет фишкой уйти с доски. Может ли он обеспечить себе
победу вне зависимости от действий соперника?

Ответ: нет
Решение. Первым своим ходом Вася выбирает одну из угловых клеток и возводит

в ней по одной из двух внешних сторон стенку. Следующими тремя своими ходами он
строит аналогичные стенки для трех оставшихся угловых клеток. За эти четыре хода
Петя не успеет дойти до края доски. Если каким-то ходом Петя передвигает фишку в
клетку на краю доски, то в ответ Вася строит стенку по внешней стороне этой клетки.
Если каким-то ходом Петя передвигает фишку в угловую клетку, то Вася в ответ построит
стенку на еще незастроенной внешней стороне этой клетки. В остальных случаях, а также
если какая-то из нужных уже была построена ранее, Вася строит произвольную стенку.
При такой игре ни с какой из крайних клеток Петя не сможет выйти за пределы доски.
Значит, фишка никогда не покинет доску и Петя не сможет выиграть.
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6. Докажите, что существует бесконечно много таких натуральных чисел n, что коли-
чество различных нечетных простых делителей числа n(n+ 3) кратно трем.

Решение. Обозначим через an количество различных нечетных простых делителей
числа n(n + 3). Предположим, что чисел, для которых an кратно трем, лишь конечное
количество. Тогда для некоторого m при n > m число an не будет делиться на три.

Рассмотрим произведение

n(n+ 1)(n+ 3)(n+ 4) = n(n+ 4) · (n+ 1)(n+ 3) = n(n+ 4) ·
(
n(n+ 4) + 3

)
.

Посмотрим какие общие простые делители могут быть у чисел n(n + 3) и (n + 1)(n + 4).
Числа n и n + 1, а также числа n + 3 и n + 4 взаимно просты. Числа n + 1 и n + 3, а
также числа n и n + 4 могут иметь в качестве общего простого делителя только двойку.
Следовательно, an(n+4) = an + an+1. Если n > m, то an, an+1 и an(n+4) не делятся на три.
Но это будет не так, если остатки у чисел an и an+1 различны. Это означает, что остатки у
чисел an и an+1 при n > m одинаковы. Тогда все остатки от деления на три у чисел an при
n > m одинаковы и не равны нулю. Но это противоречит равенству an(n+4) = an + an+1.
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9 класс. Четвертый вариант

1. Найдите все такие значения a, для которых квадратные трехчлены x2 − 6x + 4a и
x2 + ax + 6 = 0 имеют по два корня, причем сумма квадратов корней первого трехчлена
равна сумме квадратов корней второго трехчлена.

Ответ: a = −12
Если x1 и x2 — корни трехчлена x2 + px+ q, то по теореме Виета

x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = p2 − 2q.

Следовательно, нужно найти такие числа a, для которых 62−8a = a2−2·6. Таким образом,
надо решить уравнение a2 + 8a− 48 = 0. Его корнями являются a = −12 и a = 4. Первый
вариант подходит, а второй вариант не подходит, поскольку трехчлен x2−6x+16 не имеет
корней.

2. На острове живут лжецы и рыцари, всего 2021 человек. Рыцари всегда говорят
правду, лжецы всегда лгут. Каждый житель острова про каждого знает рыцарь он или
лжец. В один прекрасный день все жители острова построились в шеренгу. После этого
каждый житель острова заявил: «Количество стоящих справа от меня лжецов больше
количества стоящих слева от меня рыцарей». Сколько на острове рыцарей? Приведите
все возможные варианты и докажите, что других нет.

Ответ: 1010
Решение. Самый правый островитянин не может говорить правду, поскольку левее

его вообще никого нет и, в частности, нет лжецов. Поэтому он лжец. Самый левый ост-
ровитянин не может врать, поскольку левее его есть хотя бы один лжец, а правее его нет
никого и, в частности, нет рыцарей. Поэтому он рыцарь. Временно уберем этих двоих
из шеренги. Для всех остальных количество лжецов справа и количество рыцарей слева
уменьшилось на единицу, поэтому истинность и ложность их утверждений не поменялась.
Поэтому, проделав еще раз то же рассуждение, мы установим, что самый правый остро-
витянин — лжец, а самый левый — рыцарь. Снова уберем двух крайних островитян, и
так будем действовать до тех пор, пока не останется ровно один житель. Он врет и поэто-
му является лжецом. Таким образом, в середине шеренги стоит лжец, все справа от него
также лжецы, а все слева от него — рыцари. Следовательно, рыцарей 1010.

3. Для произвольных вещественных чисел a и b (a 6= 0) найдите наименьшее значение
выражения 1

a2
+ 2a2 + 3b2 + 4ab.

Ответ:
√

8
3

Поскольку

1

a2
+ 2a2 + 3b2 + 4ab =

(√
3b+

2a√
3

)2
+

2a2

3
+

1

a2
>

2a2

3
+

1

a2
> 2

√
2a2

3
· 1
a2

=

√
8

3
,

выражение 1
a2
+2a2+3b2+4ab всегда не меньше

√
8
3
. Равенство достигается, если

√
3b+ 2a√

3
=

0 и 2a2

3
= 1

a2
, т. е. когда a = 4

√
3
2
и b = −

(
2
3

)3/4.
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4. Проходящая через точки B и C окружность ω пересекает стороны AB и AC тре-
угольника ABC в точках K и L соответственно (K 6= B и L 6= C). На луче BL отмечена
такая точка P , что BP = AC, а на луче CK отмечена такая точка Q, что CQ = AB.
Докажите, что центр описанной окружности треугольника APQ лежит на ω.

A

CB

K

L

P

Q

M

Решение. Пусть точка M — середина дуги BKC. Тогда хорды BM и CM стягива-
ют равные углы и поэтому равны. Кроме того углы ∠KBM и ∠KCM равны, поэтому
∠ABM = ∠QCM . Следовательно, треугольники ABM и QCM равны по двум сторо-
нам и углу между ними (AB = CQ по условию). Стало быть, AM = QM . Аналогично
доказывается, что AM = PM . Таким образом, точка M является центром окружности,
описанной вокруг треугольника APQ.

5. Дана клетчатая доска 3×2021 (3 клетки по вертикали и 2021 клетка по горизонтали)
и неограниченный запас картонных полосок 1 × 3. Петя и Вася играют в следующую
игру. Они по очереди без наложений размещают на доске полоски (по клеточкам), по
одной полоске за ход. Петя кладет свои полоски горизонтально, а Вася — вертикально.
Проигрывает игрок, не имеющий хода, начинает Петя. Кто из игроков может обеспечить
себе победу вне зависимости от действий соперника?

Ответ: Петя
Решение. Поскольку на доске всего 3 · 2021 клеток, обоими игроками в сумме будет

сделано не больше, чем 2021 ход. Покажем, как должен действовать Петя, чтобы выиграть.
Он мысленно разделит доску на 673 квадрата 3× 3 и один прямоугольник 2× 3. Первыми
своими ходами Петя будет размещать полоски в тех квадратах, в которых еще ничего
нет. И действовать по этой схеме он будет до тех пор, пока такое возможно. Поскольку
своим ходом Вася может занять не больше одного квадрата, Петя сделает не меньше, чем
337 ходов. В прямоугольники, занятые Петиными полосками, Вася не сможет походить.
Поэтому дальше Петя может сделать еще по крайней мере 2 · 337 ходов. А, значит, всего
он сможет сделать не меньше, чем 337 + 2 · 337 = 1011 ходов. Но это больше половины от
общего числа допустимых ходов. Поэтому на каждый ход Васи у Пети будет возможность
ответить, а если Вася не проиграет раньше, то после 1011 хода Пети доска будет полностью
покрыта и Вася не сможет походить.
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6. Найдите все такие простые числа p и q, что pq+1 + qp+1 является квадратом нату-
рального числа.

Ответ: p = q = 2

Решение. Ясно, что p = q = 2 подходит. Пусть p нечетно и pq+1 + qp+1 = n2. Тогда

p = 2k − 1 и pq+1 = n2 − q2k = (n− qk)(n+ qk).

Обозначим наибольший общий делитель чисел n − qk и n + qk через d. Тогда d является
степенью p и число 2qk = (n + qk) − (n − qk) делится на d. Поскольку p нечетно, отсюда
следует, что либо d = 1, либо p = q. В последнем случае n2 = pq+1 + qp+1 = 2pp+1, что
невозможно, так как p нечетно. Стало быть, d = 1. Множители n− qk и n + qk являются
степенью p, поэтому n − qk = 1 и n + qk = pq+1. Следовательно, 2qk = pq+1 − 1. Если q
нечетно, что левая часть дает остаток 2 при делении на четыре, а правая часть кратна
четырем. Таким образом, q = 2 и, значит,

2k+1 = p3 − 1 = (p− 1)(p2 + p+ 1) = 2k(4k2 − 2k + 1).

Поэтому k = 2m и 2` = 4k2 − 2k + 1 = 22m+2 − 2m+1 + 1. Последнее равенство невозможно,
ибо число 22m+2 − 2m+1 + 1 больше единицы и нечетно, а значит, не является степенью
двойки.
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6–7 класс

1. На картинке нарисовано n кружочков, некоторые кружочки соединены отрезками. Требуется
расставить в кружочках числа от 1 до n (без повторений) так, чтобы выполнялось свойство: если
кружочки соединены отрезками, то стоящие в них числа должны быть взаимно просты (то есть не
иметь общих натуральных делителей, отличных от 1). Можно ли это сделать в каждом из следующих
случаев? Если можно — опишите расстановку чисел, если нет — объясните, почему нельзя.

а) n = 7

б) n = 10

. . . . . .

в) n = 2022: по кругу стоят 2021 кружочков, и еще один в центре

2. Назовем каскадом, порожденным числом r, набор из 12 натуральных чисел: r, 2r, . . . , 12r.
а) Может ли какая-то пара чисел (a, b) содержаться в шести различных каскадах? Если да —

приведите пример таких чисел, если нет — объясните, почему не может.
б) Верно ли, что множество натуральных чисел можно раскрасить в 12 цветов так, что в каждом

каскаде все элементы будут разного цвета?

3. В треугольнике ABC точка D — середина стороны AB, E — середина стороны AC, F — середина
биссектрисы AL, причем DF = 1, EF = 2. На плоскости изображены точки D, E, F так, что прямая
DF горизонтальна, а остальные элементы чертежа стерты. Можно ли восстановить положение хотя
бы одной из вершин треугольника, если известно, что вершина A находилась сверху от прямой DF ?

4. Город имеет форму клетчатого прямоугольника 5 × 10 клеток: линии — улицы, клетки — жи-
лые кварталы. Расстояние между перекрестками измеряется как длина самого короткого пути по
улицам города, проходящего от одного перекрестка до другого. Например, для перекрестков A, B
и C на картинке AB = 5, AC = 10, BC = 9. Можно ли отметить в этом городе k перекрестков
так, чтобы все расстояния между этими перекрестками оказались различными числами? Если да —
укажите эти перекрестки (например, перекресток C находится на пересечении 11-й вертикальной и
6-й горизонтальной улицы), если нет — объясните, почему нельзя.

Решите задачу для
а) k = 5; б) k = 6; в) k = 7.

A

B

C

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Решения. 1. а) Можно: в центре ставим 1, а по кругу ставим подряд 2, 3, 4, 5, 6, 7. Очевидно,
число в центре взаимно просто с остальными. А вдоль круга рядом стоят либо соседние числа,
которые взаимно просты, либо 2 и 7 — и они тоже взаимно просты.

б) Нельзя. Поскольку каждое верхнее число соединено с каждым нижним, все четные числа —
2, 4, 6, 8, 10 — должны стоять в нижнем ряду. Тогда числа 3 и 9 тоже должны быть в нижнем ряду,
поскольку они не соединены с 6. Таким образом, в верхнем ряду окажутся числа 1, 5 и 7. Но в этом
случае 5 и 10 будут соединены отрезком, что невозможно.

в) Нельзя. Очевидно, в центре должно стоять нечетное число. Но тогда по кругу стоит 2021 число,
из которых 1011 четных. Значит, два четных числа окажутся рядом.

2. а) Может. Пусть a < b, Тогда a/b — правильная дробь со знаменателем не больше 12. Нетрудно
подобрать 6 равных дробей со знаменателями не больше 12: 1/2 = 2/4 = 3/6 = · · · = 6/12. Каждая
такая дробь задает места пары чисел a, b в каскаде: например, 3/6 соответствует каскаду, где a = 3x,
b = 6x. Чтобы существовали такие каскады, необходимо, чтобы a делилось на числа от 1 до 6.
Подходят, например a = 60, b = 120. Требуемые каскады порождаются числами r = 60, 30, 20, 15,
12, 10.

б) Да. Зададим раскраску следующим образом. Запишем каждое натуральное число n в виде
n = 13sm, где m не делится на 13. Пусть r(m) обозначает остаток от деления m на 13. Будем
считать, что r(m) — это номер цвета, в который покрашено число n. Поскольку нулевой остаток в
этой конструкции получиться не может, мы определили раскраску в 12 цветов. Осталось заметить,
что если число x = 13sm порождает каскад, то при делении на 13 числа из каскада дают такие же
остатки, как и числа m, 2m, . . . , 12m. Так как число m имеет ненулевой остаток, все эти остатки
различны по модулю 13.

3. Нельзя. Заметим, что если мы укажем точку A, для которой ∠DAF = ∠FAE, то отложив на
луче AD отрезок AB = 2AF , а на луче AE отрезок AC = 2AE, мы получим треугольник ABC,
удовлетворяющий условию задачи. При этом положение вершин B и C однозначно определяется
положением вершины A.

A

D F E

D′

Поэтому достаточно показать, что вершина A может быть выбрана
неоднозначно. Отложим от точки F отрезок FD′, равный FD, в произ-
вольном «северо-восточном» направлении. Обозначим через A точку пере-
сечения прямой ED′ с биссектрисой угла DFD′. Тогда треугольники DFA
и D′FA равны по двум сторонам и углу, откуда ∠DAF = ∠FAD′ = ∠FAE,
что нам и требовалось. Ясно, что при разных положениях отрезка FD′ бу-
дут получаться разные положения точки A.

4. а) Можно. Построим требуемую конфигурацию. Удобно выбирать перекрестки либо только на
самой нижней, либо только на самой правой улице — тогда между ними легко считать расстояния,
двигаясь по этим улицам. На приведенной ниже картинке 1 = AB, 2 = DE, 3 = BC, 4 = AC, 9 = CD,
11 = CE, 12 = BD, 13 = AD, 14 = BE, 15 = AE.

A B C

D

E

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

б) Можно. Требуемую конфигурацию построить трудно. Здесь 1 = AB, 2 = DE, 3 = BC, 4 = AC,
5 = CF , 6 = BF , 7 = AF , 8 = EF , 9 = CD, 10 = DF , 11 = CE, 12 = BD, 13 = AD, 14 = BE,
15 = AE.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

в) Нельзя. В нашем городе все расстояния между перекрестками — целые числа. Самое большое
из них — это расстояние между перекрестками, находящимися в противоположных углах города, оно
равно 15. Но семь перекрестков определяют 21 попарное расстояние, поэтому среди них обязательно
встретятся одинаковые.
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